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6. Evaluasien Incertezas de medicion Ll

Errores de medicién. Precision y exactitud. Cifras significativas. Errores absolutos
y relativos. Histogramas. Errores sistematicos y accidentales. Propagacion de erro-

res. Eleccion de instrumentos de medicion.

11— Introduccién

Una magnitud fisica es un atributo de un cuerpo, un fenbmeno o una sustancia, que
puede determinarse cuantitativamente, es decir, es un atributo susceptible de ser medido.
Ejemplos de magnitudes son la longitud, la masa, la potencia, la velocidad, etc. A lamagnitud
de un objeto especifico que estamos interesado en medir, la llamamos mesurando. Por
gemplo, S estamos interesado en medir la longitud de una barra, esalongitud especifica sera
e mesurando

Para establecer @ vaor de un mesurando tenemos que usar instrumentos de medi-
cion y un método de medicion. ASmismo es necesario definir unidades de medicién. Por
gemplo, S deseamos medir € largo de una mesa, d instrumento de medicidn sera una regla
S hemos degido € Sistema Internaciond de Unidades (S1), launidad sera el metro y laregla
ausar debera estar cdibrada en esaunidad (o submdiltiplos). El méodo de medicion consisti-
raen determinar cuantas veces lareglay fracciones de elaentran en lalongitud buscada.

En ciencias e ingenieria, & concepto de error tiene un sgnificado diferente dd uso habitud
de este término. Coloquialmente, es usua € empleo del término error como andogo o equiva-
lente a equivocacion. En ciencia e ingenieria, € error, como veremos en |o que Sigue, esta més
bien asociado a concepto de incerteza en la determinacion del resultado de una medicion.
Mas precisamente, 1o que procuramos en toda medicion es conocer las cotas (o limites pro-
babilisticos) de estas incertezas. Gréficamente, buscamos establecer un intervao
X - Dx£ x £ X+ Dx como € delaFigural.1, donde con cierta probabilidad, podamos decir
que se encuentrad mejor valor delamagnitud x. Este mejor vaor X ese mas representati-
VO de nuestra medicion y d semiancho Dx o denominamo la incerteza o error absoluto de la
medicion.
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Figura 1.1. Intervalo asociado al resultado de una medicion. Notamos
gue, en lugar de dar un Unico numero, definimos un intervalo. Al valor
representativo del centro del intervalo (X) lo llamamos el mejor valor de
Bl semiancho del imagvatod Dx ) se denomineria incer- cuestion.
tidumbre o error absoluto de la medicion.

En todo proceso de medicion existen limitaciones dadas por |os insrumentos usados, €
método de medicidn, € observador (u observadores) que redizan la medicion. ASmismo, €
mismo proceso de medicion introduce errores o incertezas. Por gemplo, cuando usamos un
termémetro para medir una temperatura, parte del calor del objeto fluye ad termdmetro (o
viceversd), de modo que € resultado de la medicion es un vaor modificado dd origind debi-
do alainevitable interaccidén que debimos redlizar. Es claro que eta interaccion podra 0 no
ser ggnificativa: S estamos midiendo la temperatura de un metro cubico de agua, la cantidad
de cdor transferida d termdmetro puede no ser significativa, pero s lo seras d volumenen
cuestion es de una pequeiia fraccion del mililitro.

Tanto los instrumentos que usamos para medir como las magnitudes mismas son fuente de
incertezas d momento de medir. Los insrumentos tienen una precision finita, por lo que, para
un dado indrumento, Sempre existe una variacion minima de la magnitud que puede detectar.
Esta minima cantidad se denomina la apreciacion nominal del instrumento. Por gemplo, con
una regla graduada en milimetros, no podemos detectar variaciones menores que una fraccion
del milimetro.

A su vez, las magnitudes amedir no estan definidas con infinita precision. Imagnemaos que
queremos medir d largo de unamesa. Es posible que d usar instrumentos cada vez més preci-
S0s empecemos a notar las irregularidades tipicas del corte delos bordes o, d ir aun més dlg,
findmente detectemos la naturdeza atdmica o molecular dd materid que la condituye. Es
claro que en ese punto la longitud dgara de estar bien definida. En la préctica, es posible que
mucho antes de estos casos limites, |a falta de paralelismo en sus bordes haga que € concepto
de la “longitud de lamesa’ comience a hacerse cada vez menos definido, y a esta limitacion
intrinseca la denominamos denomina incerteza intrinseca o falta de definicién de lamagni-
tud en cuestion.

Otro gemplo seria €l caso en que se cuentala cantidad de particulas dfa emitidas por una
fuente radioactiva en 5 segundos. Sucesivas mediciones arrojaran diversos resultados (Smila-
res, pero en genera ditintos). En este caso, de nuevo, estamos frente a una manfestacion de
una incerteza intrinseca asociada a esta magnitud “ nimero de particulas emitidasen 5s’, més
que a error de los instrumentos o del observador.
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1.2 — Algunos conceptos basicos

Otra fuente de error que se origina en los instrumentos ademés de la precision esla
exactitud de los mismos. Como vimos, la precisién de un instrumento o un método de medi-
cidn esté asociada a la senshilidad o menor variacion de la magnitud que se pueda detectar
con dicho instrumento o método. Asi, decimos que un tornillo micrométrico (con una aprecia-
cion nomind de 10 mm) es mas preciso que una regla graduada en milimetros; o que un cro-
NOMELro es mas preciso que un reloj coman, etc.

La exactitud de un instrumento o méodo de medicion esté asociada ala calidad de la
cdibracion del mismo. Imaginemos que @ crondmetro que usamoas es cgpaz de determinar la
centésma de segundo pero adelanta dos minutos por hora, mientras que un reloj de pulsera
comun no lo hace. En este caso decimos que € crondmetro es todavia mas preciso que €
reloj comun, pero menos exacto. La exactitud es una medida de la calidad de la cdibracion
de nuestro ingtrumento respecto de patrones de medida aceptados internacionadmente. En
generd los insrumentos vienen cdibrados, pero dentro de ciertos limites. Es deseable que la
cdibracion de un instrumento sea tan buena como la apreciacion del mismo. La Figura 1.2
ilustra de modo esquemético estos dos conceptos.

g e . IRaN
/x X —-— N // ——_— N
\ 7 \
/ N \ / AN \ A
) Jom~L ) ) ST ]
1 [ [ 3 1 [ L R |
) [ [ \ \ [ R | \
\ \ Y / \ \ S /
\ 4 / \ /
S Sa__-" , . Sa__-" ;
~_ /,/ ~_ ///
. ey
Preciadn
X m——— m———
x(/‘ \\\ r/‘ \\\
X 7 X --- N 7 —— N
,/ 7 o \ ,/ 7 \\ \
\ \ \
) ;=0 N | ) X XN )
| ' Il (S 3 1 ! Il [ 3
\ [ 1 U
\ \ s ! k \ ? !
\ - / / \ ~-X !
\ N 7 / \ A </ /
. Se__-" , N S -7 ,
~_ //, ~_ //‘(

Figura 1.2. Esta figura ilustra de modo esquemético los conceptos de precision y

exactitud. Los centros de los circulos indican la posicion del “verdadero vaor” del me-
surando y las cruces los valores de varias determinaciones del centro. La dispersion de
los puntos da una idea de la precision, mientras que su centro efectivo (centroide) esta
asociado a la exactitud. a) es una determinacidn precisa pero inexacta, mientras d) es
mas exacta pero imprecisa; b) es una determinacion més exacta'y mas precisa; C) es
Menos precisa que a).
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Decimos que conocemos d vaor de una magnitud dada, en la medida en que cono-
cemos sus erores. En ciencia consideramos que la medicidn de una magnitud con un cierto
error no significa que se haya cometido una equivocacion o que se haya redlizado unamaa
medicion. Con laindicacion del error de medicion expresamos, en forma cuantitativay 1o mas
precisamente posible, las limitaciones que nuestro proceso de medicion introduce en la deter-
minacion de lamagnitud medida

iEsimprescindible en ciencia eingenieria especificar los errores
de medicion!

La nomenclatura moderna usada en Metrologia para denotar los conceptos dis-
cutidos en este capitulo puede encontrarse consultando las publicaciones sobre el te-
ma elaboradas por la International Organization for Standardization (ISO 3534-1993)"
gue puede obtenerse a través de la pagina de Internet del National Institute of Standard
and Technology ( NIST ) de los EE. UU. (http://www.nist.gov/). La institucion equivalen-

te en la Republica Argentina es el Instituto de Tecnologia Industrial (INTI:
http://www.inti.gov.ar/cefis/).

1.3 — Clasificacion de los errores

Existen varias formas de clasificar y expresar |os errores de medicion. Seguin su origen
los errores pueden clasficarse del Sguiente modo:

! Errores introducidos por el instrumento:

v' Error de apreciacion, S 4. S € insrumento esta correctamente calibrado la in-
certidumbre que tendremos d redizar una medicion estard asociada a la minima divi-
S6n de su escda 0 ala minima division que podemos resolver con dgin método de
medicion. Notese que no decimos que € error de apreciacion eslaminimadivison
del ingrumento, sino la minima divisén que es discernible por @ observador. La mi-
nima cantidad que puede medirse con un dado instrumento la denominamos aprecia-
cién nominal. El error de apreciacion puede ser mayor 0 menor que la gpreciacion
nominal, dependiendo de la habilidad (o falta de ella) del observador. Adi, es posible
que un observador entrenado pueda gpreciar con una regla comun fracciones del mi-
limetro mientras que otro observador, con la misma regla pero con dificultades de vi-
S6n s6lo pueda gpreciar 2 mm.

v' Error de exactitud, S ¢c representa d error absoluto con € que € instrumento
en cuestion ha sido calibrado.
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. Error de interaccion; , S, estaincerteza proviene de lainteraccion deé método
de medicion con € objeto a medir. Su determinacién depende de la medicion que se
redizay suvaor se estimade un andis's cuidadoso del método usado.

. Falta de definicion en el objeto sujeto a medicidn: como se dijo antes, las
magnitudes a medir ro estén definidas con infinita precision. Con S g designamos la
incertidumbre asociada con la fata de definicion del objeto a medir y representa su in-
certidumbre intrinseca.

En genera, en un dado experimento, todas estas fuentes de incertidumbres estaran presentes,
de modo que resulta Gtil definir € error nominal de una medicion S gy, COmo:

2

2 2 2 2
m= S tSa tSim TS aa (1.1)

S no
Este procedimiento de sumar los cuadrados de los errores es un resultado de la estadistica, y
proviene de suponer que todas las digtintas fuentes de error son independientes una de
otrag'®*3,

Se desea determinar € diametro del tronco de un abol y @ érea de su seccion
transversal. ¢COmo procederiamos 'y cudes son las fuentes principaes de incerti-
dumbre en esta determinacion? Un método podria congistir en medir € perimetro
con unacintamétricay luego determinar d diametro y usar este vaor para cacu
lar d area. En este caso, la mayor fuente de incertidumbre proviene de la defini-
cion del mesurando (el diametro). Una forma de etimar la incertidumbre seria
determinar los valores maximos y minimos de diametro usando una serie de me-
diciones y tomar como Sgizametro 1@ SEMidiferencia de estos valores, Sgamero= %2

(Drmax - Drin)-

SegUin su carécter los errores pueden clasificarse en ssteméticos, estadisticos e ilegi-
timos o espurios.

a) Errores sistematicos: seoriginan por las imperfecciones de los me-
todos de medicidn. Por gemplo, pensemos en un reloj que atrasa 0 ade-
lanta, 0 en unaregla dilatada, & error de pardgje, etc. Los errores intro-
ducidos por estos instrumentos o métodos imperfectos afectaran nuestros

resultados Ssempre en un mismo sentido. El vaor de S g Seriaun gem:
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plo de error Sstemético pero no son lo mismo, ni los errores de exactitud
son los Unicos responsables de los errores sisteméticos. |maginemos por
gemplo d caso de una balanza bien caibrada que se usa para conocer €
peso de las personas en los centros comerciaes u otros negocios, como
es usual que las personas (en publico) se pesen vestidas, los valores re-
gistrados con estas balanzas tendrén un error sistematico por € peso de
la vestimenta. La Unica manera de detectarlos y corregirlos es comparar
nuestras mediciones con otros métodos dternativosy redizar unaandiss
critico y cuidadoso del procedimiento empleado. También es aconsga
bleintercalar en € proceso de medicidn patrones configbles que permitan
cdibrar € insgrumento durante la medicion.

b) Errores estadisticos: Son los que se producen d azar. En generd
son debidos a causas maltiples y fortuitas. Ocurren cuando, por emplo,
Nos equivocamos en contar € nimero de divisones de unaregla, 0 S es-
tamos md ubicados frente a fiel de una balanza. Estos errores pueden
cometerse con igud probabilidad por defecto como por exceso. Por tant
to, midiendo varias veces y promediando € resultado, es posible reducir-
los considerablemente. Es a este tipo de errores a los que cominmente
hace referencia la teoria estadistica de errores de medicion que formula
remos sucintamente en lo que sSigue. A estos errores |o desgnaremaos con

S et

C) Errores ilegitimos o espurios: Supongamos que deseamos cacu
lar e volumen de un objeto esférico y para lo determinamaos su didme-
tro. S d introducir € vaor dd diametro en la formula, nos equivocamos
en & nimero introducido, o lo hacemos usando unidades incorrectas, o
bien usamos una expreson equivocada dd volumen, claramente habre-
mos cometido un error. Esta vez este error estA mas asociado a concep-
to convenciona de equivocacion. A este tipo de errores |os designamos
como ilegitimos o espurios. A este tipo de errores no se gplica la teoria
edtadigtica de errores y € modo de evitarlo consgste en unaevauacion
cuidadosa de los procedimientos redizados en la medicion Un gemplo
de este tipo de error es @ que se cometié en d Mars Climate Explorer a
fines de 1999, ad pasar de pulgadas a cm se cometio un error que costo
el fracaso de dichamison aMarte.

Cuando se desea combinar los errores sisteméticos con los estadigticos, la pres-
cripcion usud es sumar los cuadrados de los errores absolutos y luego tomar la raiz cua
drada de este resultado, como lo indicala Ec. (1.2). S estamos midiendo una magnitud Z,
d error final o combinado o efectivo de Z, [¥, vendré dado por:
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DZ—\/seﬂ+snom—\/s%t+sap+sdef+sint+sExac : (1.2

L os errores pueden asmismo expresarse de distintos modos, a saber:

» Error absoluto: esd vaor de laincertidumbre combinada (Ec. 1.2). Tiene
las msmas dimensones que la magnitud medida y es conveniente expresarla
con las mismas unidades de ésta S Z eslamagnitud en estudio, Z esd me-
jor vaor obtenido y DZ su incertidumbre absoluta. El resultado se expresa
adecuadamente como:

Z=7+D7Z (1.3)

El sgnificado de esta notacion es equivaente a decir que, segin nuestra medi-
cion, con una cierta probabilidad razonable P, (usudmente Po = 0.68, 68%) &
valor de Z esta contenido en d intervalo ( Z -DZ, Z +DZ), o sea:

Z-DZ<Z <Z+DZ. (1.4)
lo que es equivdente a
P(Z-DZ <Z <Z+DZ)=py, (1.5)

que sgnifica que la probabilidad que € mejor estimador de Z esté comprendido
entre Z-DZ y Z +DZ esigud a,. El vaor de p, se conoce con & nombre de
coeficiente de confianza y los vdores (Z - DZ , Z + DZ) determinan un inter-
valo de confianza paraZ.

> Error relativo: ez =DZ/Z, d cociente entre & error absoluto y & mejor
valor de la magnitud.

> Error relativo porcentual: €z =100, , €s laincertidumbre relativa
multiplicada por 100.
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Imaginemos que medimos € espesor de un dambre (cuyo didmetro esd » 3mm) y
su longitud L » 1 m) con la misma regla graduada en milimetros. Es claro que los
errores absolutos de medicidn, dados por la apreciacion dd instrumento, es en am-
bos casos lamisma (Od = CL = 1 mm). Sin embargo, resulta evidente que la deter-
minacion de la longitud dd dambre es mucho megjor que lade didmetro. El error re-
lativo porcentud reflga esta diferencia, ya que para d caso del diametro su valor es
eq% » 30 %, y parad caso de lalongitud tenemos e % » 0.1%.

1.4 — Cifras significativas

Cuando redizamos una medicion con unaregla graduada en milimetros, esaclaro que, s
somos cuidadosos, podremos asegurar nuestro resultado hasta la cifra de los milimetros o, en
el megor de los casos, con una fraccion del milimetro, pero no més. De este modo nuestro
resultado podria ser L = (95.2 £ 0.5) mm, o bien L = (95 + 1) mm. En € primer caso deci-
mos que nuestra medicion tiene tres cifras significativas y en € segundo caso sdlo dos. El
nimero de cifras significativas es igud a nimero de digitos contenidos en € resultado de la
medicidn que estén alaizquierda dd primer digito afectado por € error, incluyendo este dig-
to. El primer digito, 0 sea d que estd més a la izquierda, es € més sgnificativo (9 en nuestro
ca0) y € Ultimo (més a la derecha) @ menos significativo, ya que esen € que tenemos “me-
nos seguridad”. Nétese que carece de sentido incluir en nuestro resultado de L més cifras que
aquellas en donde tenemos incertidumbres (donde “cae” € error).

No es correcto expresar € resultado como L = (95.321 £1) mm, yaque s tenemosin
certidumbre del orden de 1 mm, ma podemos asegurar € vaor de las décimas, centésmasy
milésmas dd milimetro. S d vaor de L proviene de un promedio y € error es dd orden dd
milimetro, se debe redondear d digito donde primero cae € error.

Es usud expresar las incertidumbres con una sola cifra significativa, y solo en casos
excepcionaes y cuando existe fundamento para dlo, se pueden usar mas. También es usud
condderar que la incertidumbre en un resultado de medicion afecta ala Uitima cifras es que
no se la indica explicitamente. Por gemplo, 9 sdlo disponemas de la informacion que una
longitud es L = 95 mm, podemos suponer que la incertidumbre es del orden del milimetro y,
como dijimos antes, € resultado de L tiene dos cifras sgnificativas.

Una posible fuente de ambigliedad se presenta con € nimero de cifras dgnificativas
cuando se hace un cambio de unidades. S en d Ultimo g emplo deseamos expresar L en mm,
e resultado seria L = (95000+£1000) nm. ¢Cuantas cifras sgnificativas tenemos en este re-
sultado? Claramente dos, igud que antes, ya que la Ultima cifra Sgnificativasigue sendo 5. Sin
embargo, s no indicamos explicitamente la incertidumbre de L, es dificil saber cuantas cifras
sgnificativas tenemos. NGtese que 95 mm 1 95000 mm, yaque € primer resultado tiene solo
dos cifras dgnificativas mientras € segundo tiene 5 (a propésito compare los costos de los
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instrumentos para redizar estas dos clases de determinaciones). Para evitar estas ambiglieda-
des se emplea la notacion cientifica. Podemos escribir la siguiente igualdad: 9.5 x10" mm =
9.5 x 10* mm. Notemos que los niimeros en ambos miembros de la igualdad tienen igua ni-
mero de cifras Sgnificativas, Sendo la Unica diferencia las unidades usadas.

1.5 — Histogramas y distribucién estadistica

Consideremos una poblacion de personas de una ciudad y que queremos andizar como
se digtribuyen las estaturas de la poblacion. Para llevar addlante este estudio podemos medir
la dtura de todos los individuos de la poblacion, o bien tomar una muestra representativa
de lamisma, a partir de la cud infeririamos las caracteristicas de la poblacion. Esta clase de
estudio es un tipico problema de estadistica. S tomamos una muestra de tamafio N y parala
misma medimos las dturas de cada individuo, este experimento dard N resultados: X;, Xp, Xa,
..., Xn. Todos estos datos estaran comprendidos en un intervalo de aturas (Xmin, Xmax) €ntre la
menor y mayor dtura medidas. Una manera Util de visudizar las caracterigticas de este
conjunto de datos consgte en dividir € intervao ( Xmin, Xmax) €1 M subintervaos iguaes,
deimitados por los puntos (Y1, Y2, Vs, ..., Ym) que determinan lo que llamaremos € rango de
clases. Seguidamente, contamos & nimero N4 de individuos de la muestra cuyas dturas estén
en € primer intervao [Y1, Y»), € ndmero N; de losindividuos delamuestraque etanend j-
ésmo intervao [V;.1, V), etc., hasta d subintervalo M. Aqui hemos usado la notacion usua de
usar corchetes, [...], para indicar un intervao cerrado (incluye d extremo) y paréntesis
comunes, (...), para denotar un intervalo abierto (excluye @ extremo). Con estos valores
definimos lafuncidn de digtribucidn fj gue se define para cada subintervalosj como:

fj=o—— (16)

Egta funcion de distribucion esta normaizada, es decir:

o m

a,f=1 (17)

El gréfico de fj versus X [% = 0.5 ( Y1 + Yj)] nos dauna claraidea de como se distri-
buyen las dtura de los individuos de la muestra en estudio. Este tipo de gréfico se llama un
histograma y la mayoria de las hojas de cdculo de programas comercides (Excel, Quatro-
Pro, Origin, etc.) tienen herramientas para redizar las operaciones descriptas aqui y € gréfico
resultante. En laFig. 1.3 ilustramos dos histogramas tipicos.
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Figura 1.3. Histograma de dos muestras con igual valor medio pero con distintos

grados de disperson. En este giemplo, los datos tienen una distribucion Gaussiana o
Normal, descripta por la curva de trazo continuo.

Tres parametros importantes de una distribucion son:

o m

> o _ 1 9N

El vdor medio: x =< x>= j:1xj xf; —Wxa i:1xi (1.8)
>> . . _ 2 _ Q m 2 f

Lavaianza Var(x) =s,” = q j:l(xj - X)“ xf; 1.9
> Ladesviacion esténdar: s, = [Var(x) (1.10)

El vaor medio da unaidea de lalocdizacion o valor medio de los vaores en la mues-
tra En generd <x> da € centro de masa (centroide) de la distribucion. Tanto Var(x) como
S, dan una idea de la dispersion de los datos arededor del promedio. Cuando mas concer+
trada esté la distribucion arededor de <x> menor seraSy y viceversa.

Una distribucion de probabilidad muy comin en diversos campos es la distribucion

gaussiana o normal, que tiene la forma de una campana como se ilustra en trazo continuo en
laFig. 1.3. Laexpreson matemética de esta distribucion es.
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& (X' m)2 ':.

f(X) =N(x;m,s) :mxe(pg- Wg (1.11)
[

La“campanade Gauss’ esta centradaen my su ancho esta determinado por la desvia-
cion esténdar S. En particular, los puntos de inflexion de lacurvaestanen X-S y X+S . H
area de esta curva entre estos dos puntos constituye e 68.3% del dreatotd. El area entre
X-2S y X+2'S esdd 96% dd totd. Es Util caracterizar para esta funcion € ancho a mitad

de su dtura, que esté relacionado con S a través de la expreson: FWHM = 2.35S
(FWHM, de “full width haf maximum”). Aungue esta digtribucion ocurre naturamente en
muchos procesos, desde luego no es Unica y existen muchos tipos de distribuciones de ocu-
rrenciacomun en la naturdeza

Cuando se desea comparar un histograma no normaizado con una curvanormal, es ne-
cesario cacular € nimero total de datos N;, € vaor medio de los mismos, X y ladesviacion
esténdar de los datos, sy. Supondremos que & rango de clases esta equiespaciado por una
separacion Dx(= X-X;.1). Paracomparar € histograma con la curva norma debemos multipli-
car ladigribucion (1.11) por € factor N;. Dx.

L os parametros més usuaes con los que puede caracterizarse lalocdizacion
de una distribucion asociadaa un conjunto de N datos son:

a) lamedia
b) lamediana
C) lamoda

Lamedia o promedio de la distribucion se define, seglin ya vimos, como:
X = é_iN x I' N,y eslamediaaritmeética de los valores observados.

La moda corresponde a vaor de la variable donde esta la maxima frecuencia, o
seq, que en un histograma la moda corresponde a vaor de la variable donde hay un
pico 0 maximo. S una digtribucidn tiene dos maximos la denominamos digtribucion
bimodd, g tiene tres maximos trimodad y asi sucesivamente.

La mediana es € vaor delavariable que separalos datos entre aquellos que defi-
nen e primer 50% de los valores de los de la segunda mitad. O sea que la mitad de
los datos de la poblacién 0 muestra estén a derecha de la mediana y la otra mitad
estén alaizquierda de lamisma.
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Mientras que ala media la cd culamos usando una férmula, ala moda la evaluamaos
directamente del histograma.

Para estimar la mediana tenemos que observar la lista de datos ordenados de me-
nor amayor, y ubicar € vaor centrd de laliga S € nimero de datos es impar, la
mediana corresponde precisamente a valor centrd. S € nimero N de datos es par,
la mediana se estima como %2 (Xnz + Xyjz+1). En una digtribucion dada, una linea
vertical trazada desde la mediana divide a la distribucion en dos partes de &ea
equivalentes.

Esféacil darse cuenta que media, moday mediana no tienen, en genera, porqué co-
incidir. Egtos tres pardmetros si son iguaes en  caso de digtribuciones smétricas
respecto del valor medio y unimodaes. Este es € caso de una distribucion gaussana
o norma. En € caso de una digtribucion asmétrica, las diferencias entre moda, me-
diay mediana pueden ser sustanciales.

Es importante saber cud parametro de localizacion es mas apropiado de usar 0
més representativo en una dada situacion. Consideremos, para fijar idess, la distri-
bucion del ingreso familiar en un pais dado. La presencia de millonarios, aunque sean
relativamente pocos, tiene un efecto sobre la media que contrarresta a muchos
miembros de la poblacion en € extremo inferior de la escda de slarios. De esta
manera, lamoday la media difieren sustancidmente. En este caso td vez lamoda es
un pardmetro mas representativo que la media. A menudo los datos estadisticos
pueden ser interpretados de diversas maneras. El siguiente gemplo ilustra las digtin-
tas interpretaciones que pueden extraerse de un conjunto de datos estadisticos.

X Laempresa Pochoclos SA. andizala necesidad de discutir los sdarios. El cua-
dro de sueldos esd Sguiente:

Gerente $9000
Sub-gerente $5000
2A sesor $2500
2 Secretarias $ 1350
c/u
Capataz $ 1200
6 Operarios $600 c/u

La empresa argumenta que & sdario medio es $2000. El delegado gremia sostiene
que & sueldo representativo es de $600. Un politico consultado aseguraque € sda
rio més representativo es $900. ¢Qué parametros tuvo en cuenta para argumentar
cada persona participante de la reunion?. Cacule lamoda, la medianay lamedia de
los ingresos para esta empresa.
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1.6 — Error de una magnitud que se mide una unicavez

En este caso € mejor vaor sera smplemente € vaor medido y € error vendra dado por
d error nomind (S ,om) del instrumento. Seglin se deduce de (1.2), DZ=S nom.

1.7 — Error de una magnitud que se mide directamente N ve-
ces

Un modo de minimizar laincidencia de |os errores estadisticos, es redlizar varias medicio-
nes del mesurando. Dado € carécter a azar de los este tipo de errores es claro que, d pro-
mediar |os resultados, € promedio estard menos afectado de las desviaciones estadisticas que
los vaores individuaes. El procedimiento que se describe a continuacion es un método para
determinar & ndmero Gptimo de mediciones a redizar en cada caso y @ modo de determinar
las incertidumbres asociadas d promedio. Esta teoria no es aplicable parareducir los errores
de carécter sistemético o espurios.

Supongamos que se han hecho N mediciones de una misma magnitud con resultados
X1, X2,...,Xj y...Xy - Estas N determinaciones pueden ser consideradas una muestra de

todas las posibles mediciones que se podrian redlizar (poblacion). Bgo condiciones muy
generales puede demostrarse  que € mejor estimador de la magnitud X viene dado por €

promedio, X °< x >, delosvaores.
o N

a _,X]

N

(112)

< XS0 x=

Edte resultado es llamado también € mejor valor o estimador de X o valor mas pro-
bable del mesurando. LIamaremos a

Dx;=xj. X ]=1,2,...,N

la desviacion de cada medicion respecto de X También definimos la desviacion esténdar o
error cuadrético medio de cada medicion, Sy . Esta cantidad es equivaente a concepto de
desviacion estndar de la poblacion, més especificamente Sy es un estimador de lamisma. S¢
daunaideagloba acercadeladigperson delos X; arededor del promedio?. S ladigribu-

cion esancha Sy serdgrandey s es dfilada su valor seré pequefio (ver figura 1.3. Este esti-
meador muestra (S,) de la desviacion estandar poblaciond viene dado por:
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2_j=1 1.13
S T 19

Sx tiene las mismas dimensiones fisicas que X, pudiéndose comparar directamente con

édta. Lacaidad del proceso de medicidn sera mayor cuanto menor sead cociente S que
en generd es una congtante del proceso de medicion y no disminuye d aumentar N.

Como acabamos de discutir, Sy representa e error “promedio” de cada medicion. Otra
manera de explicar € significado de Sy es pensar que, cuando redizamos una serie de medi-

ciones, los resultados obtenidos presentardn una distribucion estadistica, cuya desviacion es-
téndar viene dada por S;.

S suponemos ahora que redlizamos varias series de mediciones de x, y para cada una de

etas series caculamos € valor medio X, esde esperar que estos vaores tendran una distri-
bucion (puesto que variaran entre Si) pero con una menor dispersion que las mediciones indi-
viduaes. Se puede probart™ que a medida que & nimero N de mediciones aumenta, la dis-

tribucion de X seranormal con una desviacion estdndar dada por:

(114)

s x ellamad error estandar del promedio y esdl estimador del error asociado ax.

Recordemos que Sy es la dispersion de cada medicion y que no depende de N sino

de la calidad de las mediciones, mientras que Sy Si depende de N y es menor cuanto més

grande es N. S, por gemplo, estamaos midiendo una longitud con una regla graduada en mili-
metros, resulta claro que s aumentamos € nimero de mediciones podremos disminuir € error
estadistico, pero nunca con este instrumento podremos dar con certeza cifras del orden de

los micrones, por mas que redicemos muchas mediciones. A aumentar N, Sy ciertamente
disminuye, pero, desde un punto de vidta fisico, € error en X slo puede disminuir hesta
hacerse igual 0 del aden de Spom' La Ec. (1.2) indica que no es razonable esforzarse en
disminuir Sy mucho mas que Sngm. El baance optimo se logra cuando Sy » S nom. ESto

nos da un criterio para decidir cud es € nimero Gptimo de mediciones aredizar de un mesu-
rando. Como suponemos que Sy es congtante con N, laidea es hacer un nimero pequefio de

mediciones N4, digamos unas 5 a 10, luego cacular Sy, de donde se obtiene:
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.2
N »E> D (1.15)

op -

nom @

que resulta de imponer la condicion: Segt » Snom: S Nop > Nye, S8 cOmMpletan las medicio-

nes para lograr Nop vaores. S No, < Np, NO Se redizan més mediciones que las preliminares
y se usan todas dlas. En todos los casos, seguin la Ec. (1.2), d error combinado o efectivo
vendra dado por:

Dx?>=s % = s2,,+S2 (1.16)

Parala mayoria de los casos de interés préctico, § medimos 100 veces una magnitud
X, aproximadamente 68 de dlas caerdn en d intervalo (X-Sy @ X+Sy), 96 de élas en €
intervalo (X -2Sy + X +2Sy),y 9 dedlasen d intervalo (X-3Sy » X +3Sy). Estos resu-

tados vaen edrictamente para @ caso en que los errores se distribuyan "normamente’, es
decir, 9 @ histograma formado con los resultados de las mediciones adopta la forma de una
campana de Gauss [“.

Resumiendo, los pasos a seguir para medir unamagnitud fisica X son:

1. Se redizan unas 5 a 10 mediciones preliminares y se determina € error pro-
medio de cada medicion Sy .

2. Se determina Ny,

3. Se completan las N mediciones de X.

4. Secdculad promedio X y suincertidumbre estadisticaSyy, |

3. Secaculadl valor del error efectivo DX =4S¢ +S 2 | ecuacion (1.2).

6. Se escribe d resultado delaforma X = X £ DX

7. Secdculad eror rativo porcentud €,=100* DX /x

8. S se desea verificar que la distribucion de vaores es norma, se compara e

histograma de distribucion de datos con la curva norma correspondiente, es
decir con una distribucion normal de media X y desviacion estandar Sy

0. Se andlizan posibles fuentes de errores Sseméticosy se corrige € vaor medi-
do.

10. Se evdUa la incartidumbre absoluta de la medicién combinando las incerti-
dumbres estadigticas y sistematicas (Ec. 1.2).
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1.8 — Combinacion de N mediciones independientes

Una situacion frecuente en ciencia es la determinacion del mejor valor de una dada mag-
nitud usando N valores que resultan de mediciones independientes (obtenidos por diferentes
autores, con diferentes técnicas e ingrumentos). Cada una de estas mediciones independientes
puede tener asociada digtintos errores. Es decir, tenemos un conjunto de N mediciones, cada
una caracterizada por un par (X, Sk), con k=1, 2, ..., N. Nuestro objetivo es obtener €
mejor vaor para la magnitud en discuson. Es daro que d combinar los digtintos resultados
para obtener € meor vaor, <x>, es preciso tener en cuenta los errores de cada determina
cion, de td modo que aquellos vaores que tengan menos error “pesen” mas en € resultado
fina. Esposible demostrar en este caso que @ mejor valor < x> viene dado por™:

o N Xy
_ak=1¥ 1.1

XN 1 (117)

Aiss)?
Con un error dado por S .y :

1 o N 1]

= — (1.18)
S<2x> a'k:lskz

Un caso especid de interés, es cuando tenemos N determinaciones dd mesuran:
do todos con & mismo error s. Como puede deducirse fécilmente de la Ec. (1.17)
el promedio sera

o N

ad,. %

N

que, como es de esperar, coincide con la expresion (1.12). La incertidumbre aso-
ciadaaestevaor serd, segun laEc. (1.18):

<X >=

s
Sep ==

<Xx> ,\/W 1

que coincide con la expresion (1.14). Ademas queda ilustrado € significado de
S como d error asociado a cada medicion individud y S < como laincertidumbre
asociadad meor vaor.
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1.9 — Discrepancia

S unamagnitud fisica se mide con dos (0 més) métodos o por digtintos observadores, es
posible (y muy probable) que los resultados no coincidan. En este caso decimos que existe
una discrepancia en los resultados. Sin embargo, 1o importante es saber S la discrepancia es
dgnificativa 0 no. Un criterio que se gplica en € caso especia pero frecuente, en @ que las
mediciones se puedan suponer que siguen una distribucion normd, es € siguiente. S los resul-
tados de las dos observaciones que se comparan son independientes (caso usud) y dieron
como resultados:

Medicion 1: Xq =X, £ DXy
Medicién 2: X, =X, 1 DX,
definimos:
DX? =DX 7 +DX?
Decimos que con un limite de confianza del 68% las mediciones son distintas S:
X1 - X,| 2 DX,
y que con un limite de confianza del 96% las mediciones son distintas S
X1 - X,|® 2>OX

Estos criterios pueden generdizarse para intervaos de confianza mayores en forma
smilar. También se gplican cuando se comparan valores obtenidos en € laboratorio con valo-
res tabulados o publicados. No6tese |a diferencia entre discrepanciay error, que en dgunos
textos poco cuidadosos se confunde. El error esta relacionado con la incertidumbre en la de-
terminacion dd vaor de una magnitud. La discrepancia esta asociada a la fata de coincidencia
0 superposicion de dos interva os de dos resultados

1.10 — Propagacion de incertidumbres

Hay magnitudes que no se miden directamente, Sno que se derivan de otras que si
son medidas en forma directa. Por jemplo, para conocer € &rea de un rectangulo se miden
las longitudes de sus lados, 0 para determinar & volumen de una esfera se tiene que medir €
diametro. La pregunta que queremos responder agui es cdmo |os errores en las magnitudes
gue se miden directamente se propagaran para obtener € error en lamagnitud derivada. Solo
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daremos los resultados, para mayor detalle se recomienda consultar la bibliografia citada
Supongamos, para fijar idess, que la magnitud V, es una funcion de los parametros, X, Y, z,
etc., 0 sea

V=V(x,Y,z,...), (1.19)

y que X, Y, z €c., sl se midieron directamente y que conocemos sus errores, alos que desig-

namos en é modo usua como X, Dy, [y, etc. Entonces se puede demostrar™® que d error
en 'V vendra dado por:
2
DV = a§I_V9 XD(2+6@_V9 ><Dy2 661_9 XD 2 + 30 (1.20)
edx g g e dz g

En rigor las derivadas involucradas en esta ecuacion son derivadas parciaes respecto de las
variables independientes X, Y, z, etc. En d caso especid que lafuncion V(x,y,z,..) seafactori-
zable como potencias de X, Y, z, €c., la expreson anterior puede ponerse en un modo muy
smple. Supongamos que la funcion en cuestion sea:

Xy (1.22)

V(X,y,2)=a .

Entonces.

@T +12,8

:\/”Zgﬂxé +m 2% xgé_g +xx (1.22)

Para cdculos preiminares, esta expresdn puede aproximarse por:

Lofieoflofy e

Esta Ultima expresion para la propagacion de los errores se conoce con € nombre de aproxi-
macion de primer orden, mientras que la expresion (1.22) se la denomina usua mente aproxi-
macion de segundo orden.

Otro caso particular deinteréses Z = X Y. Usando la Ec. (1.10) obtenemos:
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(D2)? =(Dx)? +(Dy)* (1.2

L Truncacién de ndmeros. Se desea determinar la densidad de un cuerpo y para
ello se procedié a medir su volumen, que dio como resultado V = 3.5 + 0.2 cn®
(ev% = 6%) y su masa m = 22.7+0.1 g. (en%=0.4%). Para cacular |a densi-
dad, r, debemos redizar d cocientede r =m/ V. S redizamos este cociente
con la caculadora obtenemos:

r=22.7/3.5=6.485714286 g/cnt.

Claramente, la mayoria de estas cifras no son significativas y debemos truncar €
resultado. Para saber dénde hacerlo, debemos propagar |os errores del numera
dor y denominador, y ver a qué cifra afecta € error de r. Usando (1.22) obte-
nemos para Dr /r » 0.06 y por tanto Dr » 0.4 g/cn®, con lo que en € vaor de
r s0lo una cifra decimd es dgnificativa Sin embargo, d truncar & nimero
6.4857, debemos tener en cuenta que € nimero mas cercano a€ y con unasola
cifradecima es 6.5y no 6.4 que resultaria de una truncacion automética. Final-
mente, € valor que obtenemos parar es.

r =65+04gcm y e %=6%.

Es importante tener en cuenta este criterio de truncacion toda vez que redizamos
una operacion usando una calculadora o computadora.

©  Midiendo p: Sabemos que € perimetro (p) de un circulo esta relacionado con
su didmetro (d) por laexpresion p= p.d, por lo tanto midiendo € diametro y pe-
rimetro, es posible “medir p”. Disefie un experimento que le permitaredizar esta
medicidn. Obtenga p con este méodo. Dé su incertidumbre. Compare los vao-
vaores tabulados de esta constante. Consulte en la bibliografia otros métodos de
obtener p experimentamente. En particular discuta 9 con @ experimento de
Buffon se puede obtener mayor precisién (consulte la pagindas pagines de Inter-
net: http://Amww.angd fire.com/wa/hurben/codes.ntml y
http://www.geocities.com/CapeCanavera/Lab/1719/).

1.11 — Eleccién de los instrumentos

Un aspecto importante a tener en cuenta antes de proceder a redizar una medicion, esla
eleccion de los instrumentos mas gpropiados para medir con la tolerancia o error requerido.
Ignorar este paso puede acarrear importantes pérdidas de tiempo y dinero. S se excede la
tolerancia requerida, seguramente se dilgpidd esfuerzo y recursos innecesariamente; por €
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contrario, S se rediz6 la medicidén con més error del requerido, la nedicion podria ser indtil
paralos fines perseguidos.

L supongamos que nuestro problema es determinar € volumen de un dam:
bre (cuyo didmetro es d » 3 mm) y su longitud (L » 50 cm) con un error dd 1%
¢QUE ingrumentos debemos usar para lograr nuestro objetivo con € menor costo?
Lo que debemos lograr es DV/V> 0.01. Como V=p.d?.L/4, tenemos que:

m ))E +2& +E
\% p d L

0.01» 0.001+0.006 +0.002

La primera expresion es una aplicacion de (1.23), esta gproximacion de primer or-
den es (til y suficiente para este andlisis priminar. La asgnacion de la segundal li-
nea es en cierto modo arbitraria, pero hemos respetado que € error total no supere
e 1% requerido. A p, que es un nimero irraciona, le asgnamaos un error relativo
pequefio, para que nos permita saber cuantas dfras debemos usar en p de modo
que € eror de la truncacion de p no afecte nuestra medicion. No medimos p!.
Notese que € error en € didmetro tiene mayor incidencia (su error relativo esta
multiplicado por 2) que lalongitud L, y se debe a que € volumen es proporciona a
d?y proporciona aL. Un pequefio error en d tiene mayor incidenciaen  error del
volumen que lo que tiene d mismo error reativo en L. Por esta razén hemos asig-
nado mayor tolerancia (error relativo) a d que a L. Con esta asignacion preliminar
podemos decidir cuaes instrumentos son mas adecuados para redizar € experi-
mento (los més adecuados son |os que hacen la medicion més f&cil, en menor tiem:
po, con & menor costo y que cumplan los requisitos exigidos). Como

% »0.003P  Dd » 0.003xd =0.003>x3mm>» 0.009mm » 0.01mm

debemos usar un tornillo micrométrico para medir d. Similarmente, para L tenemos.

% » 0.002 b DL » 0.002 xL = 0.002 x50cm » 1mm ,

por lo tanto podemos usar una regla comin graduada en milimetros para medir L.
Parap tenemos.

% »0.001p  Dp »0.00Lp =0.0013» 0.003,
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gue indica que debemos usar p con 3 cifras decimales paraque € error en su trun-
camiento tenga una incidencia despreciable. Notese que hasta ahora todo es preli-
minar y solo hemas degido los ingrumentos a medir. Luego de laeeccion llevamos
addante la medicion usando estos instrumentos y procedemos paralamedicion de
dy L. Nétese también que para degir los ingrumentos a usar debemos conocer €
vaor gproximado de los valores a medir, lo que pareceria una paradoja. No obs-
tante, para este andisis preliminar sAlo es necesario tener unaidea de los 6rdenes
de magnitud y no un vaor muy exacto. Este orden de magnitud se puede obtener
por una ingpeccion visuad o una medicion répida. Findmente, una vez que redice-
mos las mediciones de dy L debemos usar la expresién (1.22) para calcular los
eroresDVy e..
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