Actividad 111.39 - Oscilaciones Libre y forzadas

circuito RLC
Principio de superposicion y oscilaciones acopladas

Objetivo

En los siguientes proyectos experimentales nos proponemos estudiar las
caracteristicas de circuitos RCL en serie y paralelo. También nos proponemos estudiar
el principio de superposicion y oscilaciones acopladas con una combinacion de
circuitos oscilantes. En la primera parte se estudia la respuesta de un circuito RLC serie
libre, es decir sin la aplicacion de un voltaje externo. En la segunda parte estudiaremos
la respuesta de un circuito RLC en serie y en paralelo conectados a una tension
senoidal, focalizando la atencidn en la respuesta del sistema a la variacion de amplitud
de la tension perturbadora y la frecuencia de la misma. Este modelo experimental nos
permitird introducir los conceptos de admitancia e impedancia y estudiar el fendmeno
de resonancia de circuitos. Seguidamente se propone analizar la respuesta del circuito
RLC para tensiones cuadradas y triangulares y explorar la validez del principio de
superposicién en estos sistemas. Por Gltimo deseamos estudiar el comportamiento de
dos 0 mas circuitos RLC acoplados, estos dispositivos constituyen un interesante e
instructivo ejemplo de sistemas oscilantes acoplados, los cuales tienen analogos
clasicos y cuanticos en diversas areas de la fisica.

Introduccion

Oscilaciones libres

Cuando estudiamos circuitos que contiene una autoinductancia L, debemos
recordar que la misma esta casi siempre hecha de alambres enrollados, los cuales tiene
una cierta resistencia eléctrica, que denominamos R.. Su valor es facil de encontrar con
un simple multimetro en el modo 6hmetro. Por lo tanto la resistencia total o equivalente
del circuito como el ilustrado en la figura 1 serd R=R;+R,.

Si q(t) represente la carga en el capacitor en el instante t, usando la ley de las
mallas de Kirchhoff tenemos:

d’q _dq 1
L-'+R+-q=0 1
dt? dt Cq @
Si definimos:
1
W= 2
b = T (2)
y
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Figura 1. Circuito RLC serie, RL representa la resistencia interna de la inductancia,
El diodo evita que el capacitor se descargue a través del generador de funciones (GF)

Es facil comprobar que la solucion de la ecuacion diferencial lineal de segundo orden,
homogénea, representada por (1) viene dada por:

v Caso subamortiguado, si R<Reit=2./L/C ,

q(t) =, LExp(—y ) Bin(ey, [ + ) ()
donde qo Y @son dos constantes cuyos valores dependen de las condiciones iniciales o
de borde. Por ejemplo de los valores de q(t) e i(t) para t=0. En este caso el sistema
oscila con amplitudes decrecientes en el tiempo.
v Caso sobreamortiguado, si R>Rit

Q(t) =0 |:IE)(p(_/]l [ﬂ) 0y [Exp(_/]z [ﬂ) (6)

donde g0y Q20 SON dos cantantes cuyos valores dependen de las condiciones iniciales y
los valores de A; y A, son las soluciones de:
X +2yA+af =0 (7

v Caso de amortiguamiento critico, si R=Ri

q(t) = 6y, CEXp(-A [E)(L+ B ) )
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donde q10 Y B son dos cantantes cuyos valores dependen de las condiciones iniciales y
A es la solucion degenerada de (7).

Oscilaciones forzadas. Si el circuito en estudio tiene incluida una fuente de tensién
alterna o un generador de funciones (GF), sabemos que dicha fuente se puede modelar
como un fuente de tension (GF) ideal &(t) y una cierta residencia interna en serie rin
(Teorema de Thévenin). En la en la Figura 2 se ilustra este circuito. Si designamos con
R resistencia total o equivalente del circuito es decir R=R;+R| +ri ; aplicando la ley
de las mallas de Kirchhoff tenemos:

d’q  pdq 1 _

dt® R dt " C q=et) ®)
Sin perdida de generalidad podemos suponer que las funcion &t)(=Vy Sin(at)) es
senoidal, ya que por el teorema de Fourier cualquier funcion puede expresarse como
una combinacion lineal de funciones senoidales. Una solucidon particular de la ecuacion

diferencial inhomogeénea (9) es:

L

q(t) = -Q, [Cos(wl + B) (10)
con
V,
Q= : (11)
" wO/R? + (L 2o-1/C @)’
y
TanB = _M (12)
R
Canal B
@® Tension
excitadora
—I I e CanalC
C L
L |
© 6) RLD
R1 T Canal A
. @® Tension
1 proporcional a i(t)

Figura 2. Circuito RLC serie forzado, R, representa la resistencia interna de la
inductancia. La tensién medida en el canal A es proporcional a la corriente en circuito,
mientras que la tension de entrada se mide en el canal B.
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Derivando (10) tenemos:

i(t) =1, Bin(wd-¢) (13)
donde
V, V,
=0 = 0 14
° Z(w) [R?+(L20-1/C 20y (4
y
Tan¢:—Tan,8:La_1/CC°: 2y (15)

o -7

El pardmetro Z(«) se conoce con el nombre de impedancia del circuito a la
frecuencia angular w=27f y es una generalizacion del concepto de resistencia para
circuitos de corriente continua. Las soluciones particulares (10) y (13) de la ecuacién
diferencial del circuito (9) constituyen fisicamente la respuesta permanente o
estacionaria del sistema. Si se desea obtener la respuesta completa (solucion completa
de la ec. (9)), debemos agregar a la soluciones particulares (10) y (13) las soluciones
generales de la ecuacion diferencial homogénea. Esto significa que la solucion completa
de (9) se obtiene sumando a la expresion (10) las soluciones (6), o (7) o (10), segun sea
el valor de R respecto de Reit, Y eligiendo las constantes arbitrarias de modo de
satisfacer las condiciones iniciales, o sea los valores de q(0) e i(0).
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Figura 3. Respuesta en frecuencia de un circuito RLC serie forzado. La curva gruesa
representa el valor de la amplitud de corriente Io(f). La curva de trazos fina, referida a la
escala izquierda representa la diferencia de fase entre la tension aplicada y la corriente.

En la Figura 3 se muestra la dependencia de la corriente maxima lo=Vo/|Z(c)| y la fase
de un circuito RLC en serie como funcién de la frecuencia. Notese que lo(c) tiene un
maximo para f=fes=a/277. Asimismo vemos que la fase @ para por su minimo para
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dicha frecuencia. También, es interesante notar que esta no es la frecuencia a la cual
Qo(w alcanza su maximo. La frecuencia para la cual la diferencia de fase entre la
corriente y la tension aplicada es nula, se denomina la frecuencia de resonancia. En
algunos sistemas pueden haber varias frecuencias de resonancias. En el caso del circuito
RLC en serie para la frecuencia de resonancia la corriente es maxima.

Reactancias complejas: Si trabajamos con notacion compleja, con j=-/-1, la tension

de entrada se puede considerar la parte compleja de VoExp(jat). Definimos la
reactancia capacitiva como X¢c=1/(JC «) y la reactancia inductiva X, =jL . La reactancia
6hmica Xg=R. Con esta notacion (compleja), combinamos las reactancias como si
fuesen resistencias, pero preservando su caracter complejo. Aplicando este formalismo
al circuito RLC serie de la Figura 2, obtenemos para la impedancia total o equivalente:

Z(«) =R+ j(La -1/Ca) (16)

con esta notacién podemos escribir:

V, [Exp(jat) _ V,

O=""w Z(w)

(Exp(jat - ¢) (17)

Estas dos Gltimas expresiones, son completamente equivalentes a las Ecs.(13),
(14) y (15); con la diferencia que el método que usa reactancias e impedancias
complejas puede aplicarse a cualquier combinacién (serie, paralelo o combinacion de
los mismos) de elementos.

El factor de mérito o calidad Qy se define como la razon del de la frecuencia de
resonancia y la diferencia de las frecuencias que determinan el semiancho de la curva de
resonancia (Fig. 3), es decir

res = res (18)

Q =
T w-w, Af
Si para wes, la corriente alcanza su valor maximo Inax, para las frecuencias w; y ar
tenemos que: (e 2)=Imax/2. Para un circuito RLC serie es facil probar que:

@ f

a, L
Qu="% (19)
A menudo es util usar la admitancia compleja de un circuito Y(w) =1/Z(a).
5
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Proyecto 1.- Respuesta del circuito RLC libre

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH)
dos 0 mas capacitares entre 10 nF y 500 nF y resistencias de 50, 100, 500Q y de 1y
10KQ. Un sistema de adquisicion de datos conectado a una computadora. Un
generador de funciones. Es conveniente que la velocidad de adquisicion sea de al menos
unas 10 veces mayor que las frecuencias caracteristicas a medir. Si no se dispone de un
sistema de adquisicion de datos por computadoras, también se puede usar un
osciloscopio de dos canales y de 20 MHz o mas rapido.

Mida los valores de L y R,. Elija un capacitor C de modo que la frecuencia natural
(ec.(2)) fo=awp/271 sea menor que unos 3 o 4 khz. Aseglrese que el sistema de
adquisicion tenga una velocidad de adquisicion de una 10 veces esta frecuencia 0 mas.
Calcule el valor de Rt para su circuito y asegurese que R¢rit>R|.

Usando el circuito de la figura 1, conecte los terminales de sus sistema de
adquisicion a los puntos indicados como canal A y B. de utilizando en el GF una forma
de onda cuadrada, estudiar experimentalmente la variacién de la tensionen R, Ly C,
cuando se descarga el capacitor.

v" Grafique sus resultados experimentales de i(t) y g(t) como funcién de tiempo.

v A partir de un ajuste con la expresion (5), evalué cuan adecuada es esta expresion
para explicar sus datos. A partir del ajuste de la curva tedrica a los datos, obtenga
los valores de f y yexperimentales. De ser posible estime los errores en la obtencién
de dichos parametros.

v' Compare los valores de f y yobtenidos de la variacion de i(t) como funcién de
tiempo, con los valores predicho por la teoria, Ec.(2), (3) y (4) usando los valores
medidos de L, C, R y R;. {Qué puede concluir a cerca del modelo propuesto para
explicar sus datos de este estudio?

v" Varie la frecuencia y la amplitud del GF usado e indique si se nota alguna variacion
en la firma de la sefial de i(t). ( Qué puede concluir de esta analisis?

v Varie el valor de R; de modo que R > Rit. Estudie la variacion de i en funcion de
tiempo y compare con los resultados predichos por el modelo. ¢ Qué puede concluir
de esta comparacion?

Nota: Recuerde que por lo regular, la tierra (GND = Cable negro) de los osciloscopios
0 los sistemas de adquisicion para los dos canales son lo mismo, es decir la mayoria de
los sistemas de medicion simples operan en “modo comun”.
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Diagrama de fase y diagrama de Bode: Un grafico muy instructivo en muchos
sistemas fisicos, es el diagrama de fases, en el caso de sistemas mecanicos de un solo
grado de libertad, por ejemplo uno en que la Unica coordenada que especifica el estado
de sistema es la coordenada x(t), el diagrama de fases se construye representando
v=dx/dt y x(t) como funcion de t. En otras palabras, en cada instante de tiempo el
sistema viene representado por un punto en el espacio de las fases (x,v). Al evolucionar
el sistema en el tiempo, el punto representativo del estado del sistema en el espacio de
las fases describe una trayectoria. En los sistemas eléctricos como el circuito RLC
estudiado aqui, la coordenada generalizada que especifica el estado del sistema podria
ser la variable carga en el capacitor q(t). Por lo tanto el diagrama de fases en este caso
se construye graficando i=dg/dt como funcion de q(t), el tiempo en este diagrama juega
el papel de pardmetro. En el caso de circuitos eléctricos o electronicos, estos graficos se
conocen como diagramas de Bode.
v/ Demuestre que tanto para un oscilador harménico unidimensional y sin roce como
para un circuito ideal LC (R=0), el diagrama de fases es una elipse.
v" Para el circuito RLC, en el caso subamortiguado (R<Rit), grafique sus resultados
experimentales de i(t) en funcion de q(t) (diagrama de Bode). Interprete los
resultados obtenidos tedricamente.

Proyecto 2.- Respuesta del circuito RLC Forzado

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH)
dos 0 mas capacitares entre 10 nF y 500 nF y resistencias de 50, 100, 500Q y de 1y
10KQ. Un sistema de adquisicion de datos conectado a una computadora y/o un
osciloscopio de dos canales, de 20 MHz o mas rapido. Un generador de funciones. Es
conveniente que la velocidad de adquisicion del sistema conectado la computadora sea
de al menos unas 10 veces mayor que las frecuencias caracteristicas a medir. En este
caso es tal vez mas conveniente usar un osciloscopio de dos canales de 20 MHz 0 mas
rapido.

Mida los valores de L y R,. Elija un capacitor C de modo que la frecuencia natural
(ec.(2)) fo=cwa/2 71 sea menor que unos 3 0 4 khz. Si realizo el proyecto 1, puede usar los
mismos elementos ya utilizados, pero esta vez en un arreglo como el que se muestra en
la figura 2. Asegurese que el sistema de adquisicion tenga una velocidad de adquisicion
de una 10 veces esta frecuencia 0 mas. Conecte los terminales de su sistema de
adquisicion u osciloscopio a los puntos indicados como canal A y B, de ese modo la
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sefial del canal A es proporcional a i(t) y la sefial del canal B nos mide la tension
excitadora o tension de entrada.

Célculos preliminares: para el circuito de la figura 2, suponiendo una entrada senoidal,
determine la impedancia compleja Z(«) del circuito. Realice un grafico del médulo de
Z(a) como funcion de la frecuencia. En el mismo grafico, usando un eje vertical
secundario, grafique la variacién de la fase de Z(«) como funcion de la frecuencia.

v Usando el circuito de la figura 2 con una fuente de tensién senoidal, estudiar la
forma de la las funciones i(t) y V(t) como funcién del tiempo. ¢ Qué formas tienen
estas sefiales?.

v Determine la diferencia de fases entre i(t) y V(t), para ello, use el procedimiento
descrito en el apéndice G de fisica re-Creativa’ para medir dicha diferencia de fase.

v Si denotamos con lg(f) y Vo(f) los valores méaximos de la corriente y la tension
aplicada y si ¢{f) denota la diferencia de fases entre la tensién aplicada y la corriente,
cuando excitamos en circuito con una dada frecuencia f. Determine la frecuencia fres
para la cual la relacion Io(f)/Vo(f) es méxima.

v' Para frecuencias en el entorno de fs determine la diferencia de fases ¢f) como
funcién de la frecuencia aplicada f. Para ello es Gtil graficar en el osciloscopio o en
la computadora, i(t) (canal A) en funcion de v(t) (canal B), en el modo xy. Este
método se discute con mas detalle en el apéndice G del libro Fisica re-Creatival”.

v' Compare el valor obtenido experimentalmente para la frecuencia frs, con el valor
calculado usando las expresiones (14) y (15).

v' Varie la frecuencia alrededor de f.s y obtenga un grafico experimental de 1o(f)/Vo(f)
y ¢f) en funcion de f. En el mismo grafico dibuje la expectativa tedrica que se
obtiene a partir de los valores medidos de R, L y C usando las expresiones (14) y
(15). ¢ Qué puede concluir de esta comparacion?

v A partir de su grafico experimental, obtenga el factor de mérito Qu del circuito

usando la expresion (18) y compare con el valor tedrico (19).
v Analice como varia el diagrama de Bode para este circuito cuando varia la amplitud
de tension aplicada. ¢Qué concluye?
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Proyecto 3.- Respuesta del circuito RLC en paralelo -
Resonancia

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH),
si se desea lograr una bobina de alto factor de mérito, se puede emplear y una bobina de
pocas vueltas con un ndcleo de ferrita. Un capacitar entre 10 nF y 500 nF y resistencia
Ro de 1 a 10KQ. Un generador de funciones. Un osciloscopio de dos canales de 20
MHz o maés rapido.

Muchas veces resulta util definir la funcion transferencia T(a). Para un circuito
lineal con excitacion senoidal T(a) se define como el cociente entre la tension
(compleja) de la salida Vg(t) y la tension compleja senoidal de la entrada, Va(t), esto es:

Vaaiiga (1) =T (@) Vg 00 LEXP( ] [2ck) (20)
Notese que en general la funcion transferencia es una funcion compleja de w Si las
entradas no son senoidales, la funcion de transferencia se define como la relacién entre
la transformada de Laplace de la sefial de salida a la transformada de Laplace de la

entrada.’

Mida los valores de L y R,. Elija un capacitor C de modo que la frecuencia natural
(ec.(2)) fo=wp/2 T sea del orden de 10 khz. Construya un circuito similar al indicado el
la Figura 3. Conecte las puntas de prueba de osciloscopio a los puntos indicados como
canal Ay B
Célculos preliminares: para el circuito de la figura 3 suponiendo una entrada senoidal,
determine la impedancia compleja Z(«) de la parte del circuito entre los puntos Ay B.
Calcule asimismo la funcion de transferencia T(c) entre la salida (V) y la entrada(Va).
Realice un grafico de los mddulos de Z(«) y T(c) como funcidon de la frecuencia. En el
mismo grafico, usando un eje vertical secundario, grafique la variacion de la fase de
T(e) como funcion de la frecuencia.

v Usando la técnica de reactancias complejas, estudie teéricamente las caracteristicas
fisica del circuito de la Figura 3.

v Usando una fuente de tension senoidal, estudiar la forma y la relacién entre i(t) a
partir de la medicion del canal B y V(t) (canal B) como funcion del tiempo. ¢(Qué
formas tienen estas sefiales?.
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v Determine la diferencia de fases entre i(t) y V(t), para ello, use el procedimiento
descripto en el apéndice de este libro para medir dicha diferencia de fase.

v Si denotamos con lg(f) y Vo(f) los valores méaximos de la corriente y la tension
aplicada y si ¢{f) denota la diferencia de fases entre la tensién aplicada y la corriente,
cuando excitamos en circuito con una dada frecuencia f. Determine la frecuencia fres
para la cual la relacion lo(f)/Vo(f) es méaxima. Para esta frecuencia determine la
diferencia de fases ¢frs). Compare el valor obtenido experimentalmente para la
frecuencia frs, con el valor tedrico.

® Canal A
A = t5—® CanalB
R L
c (v 4| |7 Ro
C

Figura 3. Circuito LC paralelo, R, representa la resistencia interna de la inductancia
y RO es una resistencia auxiliar que nos permite medir la corriente midiendo la tension
en el canal B.

v' Varie la frecuencia alrededor de fr.s y obtenga un grafico experimental de 1o(f)/Vo(f)
y ¢f) en funcion de f. En el mismo grafico dibuje la expectativa tedrica que se
obtiene a partir de los valores medidos de Ro, R, L y C . (Qué puede concluir de

esta comparacion?
v A partir de su grafico experimental, obtenga el factor de mérito del circuito usando

y compare con el valor tedrico.
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Proyecto 4- Respuesta del circuito RLC forzado a una
excitacion cuadrada y triangular.

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH)
dos 0 méas capacitares entre 10 nF y 500 nF vy resistencias de 50, 100 y 500Q. Un
sistema de adquisicion de datos conectado a una computadora. Un generador de
funciones. Es conveniente que la velocidad de adquisicion del sistema conectado la
computadora sea de al menos unas 10 veces mayor que las frecuencias caracteristicas a
medir.

Una de las propiedades mas notables e interesantes de los sistemas lineales es que
obedecen el principio de superpocion. Si a un sistema lineal, regido por una ecuacién
diferencial lineal, que simbdlicamente la denotamos con L= tiene una repuesta i:(t)
para una excitacion vy(t), es decir:

I:{il O}=v(t) (20)

similarmente, si el sistema tiene la repuesta i,(t) para una excitacion vy(t).

I:{iz D}=v,(t) . (21)

la respuesta del sistema lineal para una excitacion combinada (a.vy(t)+b v(t)) sera (a
i1(t)+ b ix(t)), o sea para un sistema lineal vale la condicion:

({ali,(t) +b 0, ()} = al, (1) +b (). (22)

Donde, a y b dos constantes reales cualesquiera. Esta relacion es muy importante en los
sistemas lineales y constituye una condicion necesaria y suficiente para que un sistema
sea considerado lineal. Ella implica que si en estado estacionario, duplicamos la sefial
de entrada v(t), la sefial de salida i(t) también se duplica de su valor original y sin
modificar su forma.

Por el teorema de Fourier sabemos que cualquier funcion periodica f(t), de
periodo T, se puede expresar como una combinacion lineal de funciones senoidales, es
decir:

f(t):?

Si llamamos «, =277/T , en notacioén compleja el teorema de Fourier se puede escribir
como:

+ i(aﬂ [Cos(nz_l_n[ﬂ) +a, [Sin(nz_l_nl])j . (23)

= Referido a la ecuacion (1), si ¢ = Ld?/dt? + Rd/dt +1/C , la ecuacion diferencial (1) se
escribiria £{q(t)}=0.
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00 00

HCEDY [cn CEXp(] sz” Eﬂ)] = 2. (e, TExp(j g ). (24)

n=-o0 n=-o0

donde las constantes ¢, se determinan a partir de la forma de la funcion f(t) a lo largo de

un periodo T, méas explicitamente:
to+T to+T

a =_?D [f () Tos(nzan t , b, =TZD [fOsnnEy @ (25)
y T
¢ =im° [/ (t) CExp(= h Caayt) et (26)

donde t; es un tiempo arbitrario que indica en inicio de un periodo de f(t). Por lo tanto si
conocemos que la respuesta del sistema lineal para una excitacion senoidal v(t)=Vy
Exp(j.at) es i(t)=Vo Exp(j.cat)/Z(c), es decir:

o Or=C0,

entonces, podemos calcular la respuesta, i(t) para cualquier excitacion periddica por
medio del teorema de superposicion. En particular si la excitacion de entrada v(t)=f(t)
viene descripta por (24), segun el teorema de superposicion tenemos:

i(t):i( S Exp(j ey, [ﬂ)J, (28)

e\ Z(Nwy)
donde Z(nwp) es la impedancia compleja del sistema a la frecuencia w=nwy.

.exp(j L)} =V,.exp(] Lwld) , (27)

En particular si:

1= (a, Sin(new, ©)). (29)
Entonces:
o3[ a, o
i(t) _Z;[Z(nwo) [(Bin(j e, i+ ¢ (n%))], (30)

El objeto de este proyecto es falsear la aplicacion del teorema de Fourier para un
circuito RLC serie, para el caso de sefiales cuadradas y triangulares. Para este proyecto,
puede usar el mismo circuito usado en proyecto 2, usando el esquema de la figura 2.

Frecuentemente es Util presentar en forma de histograma las constantes ¢, de la
expresion (24) o las constantes a, de la expresion (29) como funcion de las frecuencias
ah=nawy. Este diagrama se conoce como espectro de Fourier de la funcion (24) o (29).
Hay muchos programas que realizan andlisis de Fourier y permiten obtener el
correspondiente espectro de una dada funcion f(t), esta funcién en muchos programas
se designa con la sigla FFT (Fast Fourier Transform). Tanto Origin, Excel,
Mathematica, MatLab, etc. disponen de esta herramienta. Es facil ver de (28) y (30) que
el espectro de Fourier de la corriente i(t) para una excitacion f(t), es el producto del
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espectro de Fourier de la excitacion f(t) multiplicada por la correspondiente admitancia
Y(c). Por consiguiente vemos que es posible analizar un sistema en el domino del
tiempo. Es decir para cada funciéon de excitacion f(t) encontrar su correspondiente
respuesta i(t). También es frecuentemente Gtil analizar el sistema en el domino de las
frecuencias, haciendo una transformacién de Fourier.

v/ Usando una sefial de entrada cuadrada, de frecuencia f(=1/T) de aproximadamente
fres/10, determine experimentalmente la forma de la sefiales de entrada v(t)=f(t) y la
forma de la sefial de salida i(t). Seguidamente, duplique la sefial de entrada o
disminuyala en un factor 2, y determine nuevamente la sefial de salida. Verifique si
las condicion (22) se verifica para sus sistema. Discuta sus conclusiones relativo a la
valides de la condicion de linealidad (22).

v Adquiera los datos para la entrada y la salida para varios periodos, tratando que en
cada periodo, tanga por lo menos 100 datos de cada sefial. Usando algun programa
apropiado, realice una analisis de Fourier (FFT) de ambas sefiales y verifique si las
mismas contiene o no las mismas frecuencias. Si sus sistema es lineal, ¢seria posible
encontrar en la salida alguna frecuencia que no esté presente en la entrada?. Discuta
sus resultados

v Usando el teorema de Fourier, determine los coeficientes de la expansion (a,, b, y
cn) de la sefial de entrada. Usando la expresion (25) o la correspondiente real (26),
calcule la forma de i(t) teérica y compare la forma de la misma con la experimental
graficamente. Use un valor de n maximo tal que haga que el error en la sefial de
entrada sea del orden de 1%.

v Analice y grafique la entrada (v(t)) y la salida (i(t)) del circuito tanto en el dominio
del tiempo, es decir tomando al tiempo como variable independiente, como en el
dominio de las frecuencias, es decir como varian los coeficientes de Fourier de la
entrada y salida en funcion de las frecuencias. ;Como se comparan los resultados
experimentales con las expectativas tedricas?

v Usando una sefial de entrada triangular, de frecuencia f(=1/T) de aproximadamente
fres/10, realice el mismo estudio experimental.

v ¢qué puede concluir de sus estudios respecto del teorema de superpocion para su
sistema?

NOTA: Expansién de Fourier par una sefial cuadrada de amplitud Vo y periodo
T(=m/cg) como la que se muestra en la Figura 6 a, tenemos:

f(t)= i(an [$in(na, )= -——2

41, [Sin(@y) , Sin@wyt) | SinGat) |, Sin(ayt) ,
n=1 g - 1 3 5 7

(31)

y para una sefial triangular, similar al de la que se muestra en la Figura 6 b, tenemos:

£ =3 (o, Sin(nay, D) = + 4, | Smig)ot) N Sln(332w0t) N Sln(552wot) N Sln(772a)0t) +}
n=1 T

(32)
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Figura 4. Sefiales cuadradas y triangulares de amplitud Vo y periodo T.

Proyecto 5.- Respuesta del circuito RLC no lineal

Equipamiento recomendado: Bobinas con nlcleo de ferrita (autoinductancias de
algunas centenas de mH), de pocas vueltas y baja resistencia R <100Q. Un varicap de
capacidad entre 10 nF y 200 nF aproximadamente y resistencia Rp de 10 a 1KQ. Un
generador de funciones. Un osciloscopio de dos canales de 20 MHz o mas rapido,
preferentemente digital.

Algunos diodos, operados con voltajes revertidos (en modo de no conduccién)
pueden ser usados como capacitores, cuya capacidad varia con la tension aplicada.
Estos tipos de dispositivos se conocen como varicap 0 varactores o también como
epicap. Por lo general sus capacidades varian entre algunas centenas de pF a baja
tension (V<0.1 V) hasta unos pocos pF a voltajes de alguna decenas de voltios.’

Para estos dispositivos es posible modelar la capacidad por medio de la
siguiente relacign: 121314

C(V)=C,i+av)”, (33)
donde V es el voltaje (reverso) aplicado al varicap, a y y son dos constantes del

dispositivo ()=0.44). Para este experimento conviene que la frecuencia de resonancia
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nominal, esto es la frecuencia de resonancia correspondiente al valor medio de C (en al
zona de trabajo) sea en lo posible de unos pocos Khz. ( El al Figura 5 se muestra un
circuito posible para este experimento. Los parametros a monitorear son
principalmente son la tension de entrada, las tensiones en la resistencia (canal A) y en el
varicap (Canal B —Canal A)

° Canal C
Tensioén
excitadora

Canal B
—— = I ®  Tension en

R. L Varicap

GE 6) C (Varicap)
DC on

R1 Canal A
. @® Tension

proporcional a i(t)

Figura 5. Circuito RLC no lineal forzado, R, representa la resistencia interna de la
inductancia. La tensién medida en el canal A es proporcional a la corriente en circuito,
mientras que la caida de tension en el varicap es la diferencia entre al canal B y canal A.
La de entrada se mide en el canal C. Conviene usar un offset o tension de polarizacion
DC en el GF de modo de lograr que el varicap siempre este polarizado inverso.

v Usando una sefial de entrada senoidal, de unos pocos khz, compare la forma de la
sefiales de entrada v(t)=f(t) con la forma de la sefial de salida i(t). Seguidamente,
duplique la amplitud de la sefial de entrada, o dismindyala en un factor 2, y
determine nuevamente la sefial de salida. En todos los casos asegurese que la
tension de polarizacion sobre el varicap sea siempre inversa.

v" Verifique si las condicion (22) se verifica para sus sistema. Discuta sus
conclusiones relativo a la valides de la condicion de linealidad (22).

v Si dispone de un osciloscopio digital o un sistema de adquisicion de datos por
computadoras suficientemente rapido, adquiera los datos para la entrada y la salida
para varios periodos. Usando algin programa apropiado, realice una analisis de
Fourier (FFT) de ambas sefiales y verifique si las mismas contiene o no las mismas
frecuencias. Discuta sus resultados

v' Usando una sefial de entrada cuadrada, de unos pocos kHz, repita el analisis
anterior. Es decir determine experimentalmente la forma de la sefiales de entrada
v(t)=f(t) y la forma de la sefial de salida i(t). Seguidamente, duplique la sefial de
entrada o dismindyala en un factor 2, y determine nuevamente la sefial de salida.
Verifique si las condicion (22) se verifica para sus sistema. Discuta sus conclusiones
relativo a la valides de la condicion de linealidad (22).
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v" Adquiera los datos para la entrada y la salida para varios periodos. Realice una
analisis de Fourier (FFT) de ambas sefiales y verifique si las mismas contiene 0 no
las mismas frecuencias. Si sus sistema es lineal. Discuta sus resultados

v Analice como varia el diagrama de Bode para este circuito cuando varia la amplitud
de tension aplicada. ¢Qué concluye?

Proyecto 6- Caracterizacion de la curva de resonancia usando
un sistema de adquisicion de datos

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH)
dos 0 mas capacitares entre 10 nF y 500 nF y resistencias de 50, 100, 500Q y de 1 KQ.
Un sistema de adquisicién de datos conectado a una computadora. Un generador de
funciones con entra VCF para controlar la frecuencia con una sefial de DC variable,
fuente de tension CD variable.

Un esquema muy Uutil en muchos experimentos es poder determinar o
caracterizar la curva de resonancia de un determinado circuito, en nuestro caso
analizaremos un circuito RLC en serie como el que se presenta en la figura 6. El
circuito presentado en la Fig.6 es un RLC serie, la técnica discutida aqui vale para una
amplia variedad de circuitos resonantes. La idea es usar la entrada VCF del generador
de funciones, que permite en general usando una sefial DC entre —10 a 10Volt, generar
con el GF una sefial constante en amplitud, pero con una frecuencia proporcional de la
tension Vi, de a través de la entrada VCF. En cada caso, es conveniente revisar los
manuales de los GF para emplear esta técnica. Por lo tanto monitorendo la tension en el
canal B, podemos adquirir en este canal una sefial proporcional a f.

Fuente de tension DC

v o
Canal B
11 proporcional a
1 la frecuencia f
C
VCF
—p /\/
G Canal A
proporcional a la
Ro Amplitud de i(t)
L L
c= D R1
T @

Figura 6. Circuito RLC serie forzado, R, representa la resistencia interna de la
inductancia. La fuente de tension variable DC, controla la frecuencia del GF, la
medicion de DC en el canal B es proporcional a la frecuencia. El circuito
rectificador, empleando un diodo, permite convertir en una sefial DC medible en
el canal A, proporcional a la amplitud de la corriente.
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El rectificador, empleando un diodo y una capacitor C; y una resistencia Ry, podemos
lograr una sefial DC (canal A) proporcional a la amplitud. La constante de tiempo
11=C1.R;, debe ser mucho mayor que el periodo (1/f ) de la sefial de entrada, pero
menor que el tiempo de barrido o cambio de una frecuencia a otra. De este modo, la
sefial medida en el canal A es proporcional al maximo de la sefial senoidal en el punto
A (canal A). Un valor de 1;=0.05 s es en general adecuado si las frecuencias estudiadas
son mayores a 300hz (f. r,>> 1).

v' Calibracién en frecuencia: varie la frecuencia del GF variando la tension de DC
aplicada a la entrada VCF del GF. Mida simultaneamente el valor de dicha tension y
la correspondiente frecuencia del GF usando su sistema de adquisicion. Si la
frecuencia es muy alta para su sistema de adquisicion, puede emplear un
osciloscopio o un frecuencimetro para este fin. Genera un grafico de la frecuencia en
funcién de la tension aplicada a la entrada VVCF.

v Usando el esquema presentado en Fig.6, genere un grafico de amplitud de corriente
lo en funcidén de la frecuencia f del GF. Determine la frecuencia frs para la cual la
relacion lo(f)/Vo(f), es maxima. Compare el valor obtenido experimentalmente para
la frecuencia fres, con el valor tedrico usando la expresion (2).

v Repita en analisis usando una bobina, de ser posible la misma del estudio anterior,
con un nucleo de ferrita. Compare sus resultados con los realizado mas arriba,
usando la técnica convencional de obtener la curva de resonancia, o sea midiendo la
amplitud de la corriente para cada frecuencia.

v Si dispone de un osciloscopio, compare la curva obtenida usando el sistema de
adquisicién con el obtenido con el osciloscopio. Discuta las ventajas y desventajas
de cada método. ¢Puede presentar otros esquemas que le permitan caracterizar la
curva de resonancia usando un sistema de adquisicion de datos?

NOTA: En la actualidad existen muchos modelos de generadores de
funciones que permiten ser programados de modo de obtener un barrido de
frecuencias entre dos limites prefijados por el operador en un dado intervalo de
tiempo. En este caso, la frecuencia que el GF produce es proporcional al
tiempo, de modo que midiendo la amplitud de corriente como se indica en la
Fig. 6, es posible determinar la porcién de la curva de resonancia comprendida
entre los limites de frecuencias prefijados. En este caso no es necesario usar
la entrada VCF del GF. Midiendo la sefial proporcional a la amplitud (Canal A
en la Fig. 6) como funcion del tiempo, se puede obtener la curva de
resonancia.
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Finalmente, es importante destacar que si se dispone de un GF conectado a
una PC, usando programas como LabView® es posible generar un programa
gue permita realizar estas mediciones de un modo muy simple y automatico.

Proyecto 7.- Respuesta del circuito RLCC; en serie

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH),
si se desea lograr una bobina de alto factor de mérito, se puede emplear y una bobina de
pocas vueltas con un ndcleo de ferrita. Un capacitar entre 10 nF y 500 nF y resistencia
Ro de 1 a 10KQ. Un generador de funciones. Un osciloscopio de dos canales de 20
MHz o mas rapido.

@ CanalA
A o B
| = ® Canal B
C RL L R
GF (Vv | 1 R,
11
Cy

Figura 7. Circuito LC paralelo, R, representa la resistencia interna de la inductancia
y R es una resistencia auxiliar que nos permite medir la corriente midiendo la tension
en el canal B.

v Usando la técnica de reactancias complejas, estudie teéricamente las caracteristicas
fisica del circuito de la Figura 7. Demuestre que la impedancia efectiva de la parte
del circuito comprendido entre los puntos Ay B es:

-k
7" (w) = L) +ijac,, (34)

fuomg,f
R°+| Lw——
Cw

con R=R;+R;. De (22) puede obtenerse tanto el mdédulo de la impedancia y la diferencia
de fase entre la tension aplicada (canal A) y la corriente (proporcional a la tension en el
canal B) en funcion de f. Demuestre asimismo que:
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R* + (cd_ - ai:jz
Z() =

2 (35)
C2’R? +(1—a£1 [ELw—ClD

v Usando en el generador de funciones una sefial senoidal, si denotamos con Io(f) y
Vo(f) los valores maximos de la corriente y la tensién aplicada y si ¢f) denota la
diferencia de fases entre la tension aplicada y la corriente, cuando excitamos en
circuito con una dada frecuencia f. Determine la frecuencia fs para la cual la
relacion lo(f)/Vo(f) es maxima. Para esta frecuencia determine la diferencia de fases
Afres). Compare el valor obtenido experimentalmente para la frecuencia fres, con el
valor tedrico.

v' Varie la frecuencia alrededor de fr.s y obtenga un grafico experimental de 1o(f)/Vo(f)
y ¢f) en funcion de f. En el mismo grafico dibuje la expectativa tedrica que se
obtiene a partir de los valores medidos de Ry, R, L y C y las expresiones (34) y (35).
¢ Qué puede concluir de esta comparacién?

v A partir de su grafico experimental, obtenga el factor de mérito del circuito usando
y compare con el valor tedrico.

Proyecto 8- Circuitos RLC acoplados - Resonancia e
interferencia

Equipamiento recomendado: Bobinas (autoinductancias de algunas centenas de mH)
dos 0 mas capacitares entre 10 nF y 500 nF y resistencias de 50, 100, 500Q y de 1 KQ.
Un sistema de adquisicién de datos conectado a una computadora. Un generador de
funciones. Es conveniente que la velocidad de adquisicion sea de al menos unas 10
veces mayor que las frecuencias caracteristicas a medir. En este caso es tal vez més
conveniente usar un osciloscopio de dos canales de 20 MHz o mas rapido.

En este proyecto, se propone estudiar la respuesta, de dos o mas sistemas
oscilantes acoplados. Un ejemplo de este tipo de sistemas podria ser el sistema
mostrado en la figura 6, que consiste en dos circuitos RLC, préximos. Acoplados a
través de la inductancia mutua M(x) que depende de la separacion x entre los centros de
sus autoinductancias. Suponemos que a separacién de la inductancia se hace
preservando sus orientaciones relativas.
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v/ Caracterizacion de la inductancia mutua: conecte GF directamente a una de las
bobinas (primario), con una resistencia limitadora de corriente, esta resistencia R;
sirve asimismo para determinar la corriente en el primario iy(t). Mida la tension
inducida en la segunda (secundario) &. Determine la inductancia mutua M(x) (=-
&Id iy(t)/dt ) de las inductancias a usar como funcion de la separacion entre ellas x.
Un modo de mantener la orientacion entre ellas fijas, mientras se varia su distancia,
consiste en usar dos bobinas montadas sobre un eje comun con una escala adosada
para medir la separacion entre ellas. Construya un grafico de M(x) como funcién de
X. Elabore un modelo teodrico simple, que le permita explicar sus resultados. Un
modelo posible consistiria calcular el campo magnético de una de la bobinas en el
centro de la otra y suponer que el mismo es representativo de el campo en todo su
interior.

v" Usando el método que le resulte mas accesible, mida los valores de L, Ry C para
los dos circuitos a usar.

Usando el método experimental propuesto en la Figura 8, determine las frecuencias
de oscilacion libre de cada unos de los circuitos como funcién de la separacion x
entre los mismos.

v Grafique las frecuencias naturales de oscilacion de ambos circuitos como funcion de
la separacién x de los mismos.

v" Elabore un modelot*>? que le permita entender tedricamente sus resultados
experimentales, Ver apéndice A.

Construya un grafico experimental de la variacion de las frecuencias de resonancia
de ambos circuitos como funcion de x y compare sus resultados con las expectativas
tedricas.

v/ Usando el método experimental propuesto en la Figura 9, determine las curvas de
resonancias de los dos circuito. En particular estudie como se modifican estas
frecuencias de resonancias con las distintas separaciones x entre ambos circuito.

v Grafique las frecuencias de resonancias de ambos circuitos como funcion de la
separacién x de los mismos.
Elabore un modelo™®® que le permita entender tedricamente sus resultados
experimentales.

v Construya un grafico experimental de la variacion de las frecuencias de resonancia
de ambos circuitos como funcion de x y compare sus resultados con las expectativas
tedricas.
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Figura 8. Circuitos RLC serie acoplados, el acople se produce a través de la
inductancia mutua M(x) entre las dos bobinas, cuyos centros suponemos separados
por una distancia x . Este esquema permite determinar las respuesta libre de
ambos, midiendo la variacion en el tiempo de las sefiales de los canales Ay C.

=+ Osclboscoplo

Lo ]

Figura 9. Circuitos RLC serie acoplados, el acople se produce a través de la
inductancia mutua M(x) entre las dos bobinas, cuyos centros se suponen separados
por una distancia X. Este esquema permite determinar la respuesta forzada de
ambos circuitos, midiendo las frecuencias de resonancias en cada circuito
monitoreando las tensiones en las resistencias respectivas.
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Apéndice
Circuitos LC acoplados

Los sistemas oscilantes acoplados son de gran interés en la fisica, ya que muchas propiedades
interesantes de los mismos son aplicables a una gran variedad de fendmenos y existen
analogias entre ellos que se extienden desde la fisica clasica a la cuéntica. Por lo tanto,
podemos decir que los sistemas de osciladores acoplados constituyen un interesante en
instructivo paradigma de la fisica. En esta seccion analizdramos la respuesta libre (no forzada )
de dos circuitos LC acoplados a través de su inductancia mutua, M, que suponemos dependera
de la separacion x entre los mismos, por lo tanto supondremos que M(x).

Las ecuaciones de Kirchhoff para este circuito son:

i+L1Efi4_rM M _ (a-1)
C, *dt o dt
Gy el =0, (a-2)
c, *dt  dt
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Figura A1l. Circuitos LC acoplados, el acople se produce a través de la inductancia
mutua M(X) entre las dos bobinas, cuyos centros suponemos separados por una distancia
X.

En estas ecuaciones gx(t) e ix(t)=dgx(t)/dt se refieren al las cargas y las corrientes el los
circuitos k=1 y 2. Estas son un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas a traves
de M. EI signo en M refleja las dos posibles orientaciones relativas de las
autoinductancias L; y L,. Ademéas tenemos la condicién M? < L; . L,. Si realizamos la
suposicion que:

q (t) = A (Exp(jw(). (a-3)
reemplazando en (a-1) y (a2) tenemos:
éi—lem%—rMD%W:O (a-4)
y
QZ—LZDAmeiMDAiM:O (a-5)
2
Definiendo:
, _ 1 o _ 1 i
Wi, = LT, y W = LT, (a-6)

El sistema de ecuaciones algebraicas (a-4) y (a-5) se puede escribir en forma matricial
como:

_M
L ) oo
M - .
W (@ -a) |\

2

Este sistema de ecuaciones tendra una solucion distinta de la trivial (A;=A,=0) solo si
el determinante de la matriz es igual a cero, o0 sea:
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_M
(wlzo_a)z) T M 2

L _ 4 _
= (wfy — ) Qe — o) = " =0 (@.7)
P (- L,
Definiendo:
1
L,
la solucion de la ecuacion (a.7) se puede escribir como:
& :/;(wlzo_wzzo)i\/ﬁmwlzo_wzzo)z_ljmwfo_wgo) : (@.9)

Esta ecuacion permite calcular las nuevas frecuencias naturales en presencia de
acoplamiento (¢>1) como funcion de las frecuencias naturales no perturbadas (cw, y
w,, ) el acoplamiento p. De (a.9) es facil demostrar que:

& - 2~ b, (a.10)
Que indica que al incrementares el acoplamiento (M(x) >0) , la distancia o diferencia
entre las frecuencias de los dos circuitos se incrementa. Este efecto también se observa
en sistemas cuanticos, cuando se produce una acoplamiento entre dos niveles de
energia, el acoplamiento siempre genera una separacion o rechazo entre los niveles de
energfa.[®®

Para estudiar la aplicacion de (a.9) al caso de circuitos LC acoplados, es conveniente
estudiar experimentalmente la variacion de M como funcién de x. Para ello, si se
dispone de dos bobinas cilindricas, puede ser dtil colocarlas sobre un eje comdn que le

permita variar su distancia sin cambiar sus orientaciones y simultdneamente medir la
distancia entre ellas.

Apéndice B

Estimacién del valor de la autoinductancia de una bobina

En muchas situaciones préacticas es Gtil disponer de expresiones aproximadas para
estimar el valor de la autoinductancia de una bobina. La autoinduccion L de un
solenoide lineal de longitud h, seccién transversal S y didmetro d, que tiene N vueltas se
puede calcular como™:

L=k E,L%EW (N-1)

donde k es una constante que depende de la relacion h/d del particular solenoide segun
la Tabla N-1. u es la permitividad relativa del ndcleo de la bobina y tp es la
permitividad del vacio. En unidades usuales la Ec. (N-1) se puede escribir como:

LH] = 1257 k 2N spem?] (N-2)
h[cm]
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Tabla N-1

Relacion 0.1 0.5 1 5 10
h/d
k 0.2 0.5 0.6 0.9 1.0

Autoinductancia de una bobina cilindrica, con nucleo de aire también se puede estimar
usando la expresion semiempirica
N2 [d°
18d? +40¢
d= 2R = diametro del bobinado, ¢ longitud total de la bobina, ambas en pulgadas,
N es el nimero de vueltas totales de la misma.

L(mH) = (N-3)

Estimacidén del valor de la autoinductancia de una espira circular

Es util disponer de una expresion para calcular la autoinductancia L de una
espira de radio a, de N vueltas de un alambre de radio r cuya permitividad relativa es
K. Seglin Gray'?, tenemos:

L(H) = g, [N? m[ﬁ(&rij a8 " . —1.75} +0((r/a)"), (N-4)

8a r 24a

si a>>r, tenemos:

L(H) = 4, IN* & [Eln(gsraj —1.75}. (N-5)
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