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El comportamiento de la capacidad calorifica a bajas temperaturas fue uno de los primeros tropiezos de la
termodinamica clasica. Esto condujo a modelar al sélido como un cristal gobernado por fuerzas
intermoleculares cohesivas que lo convertian, en el marco de la fisica moderna, en una red de osciladores
cuanticos. Esto condujo a Petrus Debye a formular su teoria del sélido, marco de este trabajo. Se desarrollan
aqui los lineamientos de la teoria y una experiencia tendiente a medir la capacidad calorifica y la temperatura
de Debye mediante la evaporacion de la masa del nitrogeno en ebullicién debido al contacto con diferentes
muestras. Finalmente se realizan calculos numéricos basados en la teoria, para asi contrastar los resultados

obtenidos.

I. INTRODUCCION Y CONSIDERACIONES
TEORICAS PREVIAS

La capacidad calorifica se define como la razon
entre el calor que recibe un cuerpo y el aumento de su
temperatura en un proceso dado. En 1819, Dulong y
Petit concluyeron que la capacidad calorifica de
algunos metales simples medida a temperatura
ambiente era alrededor de 25 J/K por mol. Esto
concuerda con el valor predicho por el teorema de
equiparticion de la termodindmica clésica: 3NKg,
siendo N el nimero de aomos en el solido y Kz la
constante de Boltzmann.

La medicion de la capacidad calorifica a
temperaturas mas bajas indicé una de las primeras
fallas de la teoria clasica, y condujo a Einstein en 1907
a uno de los primeros calculos mecano-cuanticos®,
modelando al s6lido como un cristal. Las fuerzas
repulsivas de corto alcance entre los atomos hacen a
los cristales virtualmente incompresibles. Las fuerzas
atractivas de largo alcance mantienen a los atomos del
cristal posicionados a intervalos fijos, formando una
red. Sin embargo, estos pueden efectuar pequefias
oscilaciones en torno a sus posiciones de equilibrio.

Aunque el potencial que gobierna estas
oscilaciones es anarmonico, en primera aproximacion
puede tratarse como armoénico. Asi, la energia del
solido puede escribirse como la energia de N
osciladores arménicos cuanticos en 3 dimiensiones,
cada uno de ellos con 3 modos de vibracion. Cada uno
de estos 3N modos tiene una energia asociada

E=h+1 e  i=12..3N
0 20

siendo n; los dtomos que oscilan en el modo i-ésimo

(ocupacion de dicho modo), con la frecuencia wy. Por
3N

supuesto, se cumple la condicion Zni =N.
=

Asumiendo que la red es muy densa, se cumple el
limite termodindmico: N - o , volumen V - oo, N/V =
constante. Bajo estas condiciones, las variables se
consideran como un continuo: debe especificarse

entonces una distribucion de frecuencias g(w) en
relacion al ndmero de ocupacion n, que representa el
hecho de que no todos los &tomos se encuentran
excitados con una energia 3KgT, como era de esperarse
clésicamente.  Einstein  propuso entonces una
distribucion de frecuencias, la cual mejoré la ley de
Dulong y Petit. Sin embargo, una de las teorias que
mejor aproxima el comportamiento de la capacidad
calorifica de los s6lidos y que es comunmente citada en
los libros de texto® es la teoria de Debye. Esta seré la
teoria que se utilizara a lo largo de este trabajo, y
eventualmente los distintos calculos confirmarén
algunas de sus consecuencias.

En 1912, Debye propuso una nueva distribucion
de frecuencias dada por

dn:%w2 dw=g(w)dw (Ec.1)
271°C

(c es la velocidad del sonido en el solido en
.z . 3N
cuestion®). Debe cumplirse que I dn=3N, por lo
0
tanto, debe haber una frecuencia maxima wp tal que

J;wD 9(w) dew=3 N. Integrando la Ec. 1, resulta

w, =C E‘Mg Esta es la Ilamada frecuencia de
\

Debye.

Continuando con el formalismo de osciladores
cuanticos en un continuo, se encuentra® (en el marco
de la mecanica estadistica) que la energia de vibracién
del sdlido est& dada por

Uuin(T) =3 N Kg F(Tp/T) (Ec. 2)
siendo
AT H mor yR
F(T,/T) —3% J’o o _1dy (Ec.3)

y definiendo Tp = 7 wp / Kg como la temperatura de
Debye.
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Trabajando con  metales también  debe
considerarse, en principio, la energia debida a la
excitacion de los electrones de conduccion, Ug. Sin
embargo, esta contribucién sélo se hace significativa a
muy bajas temperaturas. Aunque no fue posible hallar
referencias explicitas que comparen Ug y Uy, Se
encontraron® indirectamente al observar que la
contribucion electronica a la capacidad calorifica es
siempre menor al 1% de la contribucién vibracional en
el rango de temperaturas de este trabajo (77-299 K).
Se concluye entonces que la energia interna del sélido
U puede tomarse como la expresion dada por la Ec. 2.

Finalmente, se debe volver sobre la definicion de
capacidad calorifica, notando que esta depende del
proceso de transferencia de calor. La experiencia
descripta a continuacion se efectud a presion constante,
por lo cual se estd trabajando con la capacidad
calorifica a presion constante Cp. Sin embargo, se
observa también que la temperatura de Debye también
puede definirse como Tp = y2mZic/a Kg ® siendo
a la distancia interatomica en el cristal y y un factor del
orden de 1 que depende de la estructura del cristal. La
cantidad KgTp puede pensarse como la energia
asociada a la frecuencia maxima de vibracion en la red,
la cual tiene entonces una longitud de onda asociada
del orden de 1 / 2 a y una energia Tt /i ¢ / a.
Asumiendo que la expasion térmica de la red es
pequefia, los cambios en a no contribuyen
significativamente a la variacion de Up. Por lo
tanto, el proceso también puede considerarse a
volumen constante, es decir
AQ
AT
donde la primera igualdad estd dada por el
experimento mientras la Gltima proviene del
primer principio de la termodinamica (los valores
medios son promedio en temperatura). De esa
manera, se hara referencia simplemente a C como
la capacidad calorifica y a C,, = C / n como la
capacidad calorifica molar®”.

En el marco de la teoria de Debye, la expresion
analitica de la Ec. 4 sera

U
() _é%%

Habiendo introducido todas las consideraciones
tedricas pertinentes, se describird a continuacion la
experiencia realizada y los resultados obtenidos.

au

=<C,>=<C>=<C, >= (Ec.4)

Il. MONTAJE DEL EXPERIMENTO

El experimento consistio en medir la cantidad de
calor entregada por un cuerpo al ser sometido a un
proceso de enfriamiento: se sumergieron distintas
muestras metalicas en nitrégeno liquido (N, L) en
ebullicion (77 K).

En el proceso de ebullicion normal, el nitrégeno
perdia masa a razon de 5.5 a 6 gramos por minuto. Al
sumergir la muestra (previamente a temperatura
ambiente To= (299 + 2) K), esta le entrega calor hasta
alcanzar 77 K. Midiendo la variacion de masa del
sistema durante esta etapa, se obtiene el calor
entregado segun la férmula

AQ =Ly Am (Ec. 5)
siendo Ly el calor latente de wvaporizacion, del
nitrégeno en este caso (su valor es 197.7 J/g).

Un esquema del montaje utilizado para medir Am
se muestra en la Fig. 1. La balanza tenia una
presicion de 0.005 g; sin embargo, debido a que
las mediciones fueron realizadas manualmente y
el valor variaba répidamente en el tiempo, se
consider6 un error de 0.1 g.

N2 Liquido tiempo
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Fig. 1. Montaje experimental.

La toma de datos se hizo manualmente,
observando el peso del sistema N, L + muestra (dentro
o fuera del recipiente) cada diez segundos, obteniendo
para cada muestra una curva masa vs. tiempo como
la de la Fig. 2. Las muestras utilizadas fueron:
alumino (Al), cobre (Cu), hierro (Fe) y plomo (Pb).

= Cobre
Masa: 306.4 g
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Figura 2. Grafico de masa vs. tiempo para la muestra # 2.
En la Fig. 2 se distinguen tres etapas: en las
etapas a) y c), la pérdida de masa es lineal con el
tiempo y aproximadamente con la misma pendiente en
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ambos casos. La etapa intermedia (b) es la etapa de
entrega de calor por parte de la muestra al N, L. Para
determinar la variacion de masa se calcularon las rectas
que ajustan el comportamiento en a) y ¢) y se extrapold
el punto medio de la etapa b) para ambas: la diferencia
es Am.

Es pertinente observar que se realizaron tres series
de datos. La primera debié descartase debido a que la
masa de las muestras resultd ser pequefia, de tal manera
que la variacion de masa era comparable al error en su
determinacién (alrededor del 20%). La segunda
también se descarté ya que esta vez el recipiente
resultdé pequefio: al usar muestras de mayor masa,
aumento la tasa de evaporacion, dejando la muestra
descubierta durante el proceso. Finalmente, muestras
mayores a 120 g en un recipiente de telgopor de 700
cm® resultaron apropiadas para el experimento.

Como precaucién las muestras fueron limpiadas
previamente con alcohol etilico (para eliminar
impurezas). Asimismo, fueron introducidas lentamente
en el recipiente y éste permanecid practicamente
tapado durante la experiencia permitiendo s6lo
pequefias fugas (para evitar que un burbujeo violento
volcara N, L).

Los datos recogidos se muestran en la Tabla 1.

Muestra Material Masa+0.1 Am  Error Am

# [d] [9] [d]

1 Al 124.7 98.6 0.5
2 Cu 306.4 112.8 0.7
3 Cu 406.0 152.4 0.2
4 Fe 275.8 129 5
5 Fe 4239 164 5
6 Pb 870.9 115.9 0.6

Tabla 1. Datos registrados de las muestras.

I11. ANALISIS Y RESULTADOS.

Los datos registrados permitieron realizar
esencialmente dos calculos: la capacidad calorifica
molar media <C,> y la temperatura de Debye.

i. Capacidad calorifica molar media®

Las Ecs. 3y 5 permiten expresar a <C,> como
Am L
n(T,- 77)
siendo n el nimero de moles de la muestra.
Alternativamente, la definicién del valor medio es

<C,>=

TA
1
C,>=——— [C,(T)dT Ec.7
<Cn 2=y JOn(D (Ec.7)

La Ec. 6 permiti6  obtener  <C,>
experimentalmente y contrastarlo con el resultado del
calculo de <C,,> mediante la Ec. 7. La curva Cy(T)
necesaria para la integracion fue obtenida mediante la
interpolacién de datos tabulados® de la capacidad
calorifica molar a presion constante a distintas

temperaturas, y la integral fue resuelta numéricamente
(ver Notas al final).

La comparacion entre los resultados puede verse
en la Tabla 2.

# Material <Cy> Error <C,,> <Cy>
experim.  Experim. numérico
[J/mol K]  [J/mol K] [J/mol K]

1 Al 18.6 0.2 20.0

2 Cu 20.8 0.2 21.1

3 Cu 21.2 0.1

4 Fe 23.3 0.8 19.8

5 Fe 19.3 0.6

6 Pb 24.7 0.2 25.6

Tabla 2. Capacidades calorificas molares medias.

ii. Temperatura de Debye™

La Ec. 3y la Ec. 6 permiten expresar a AU como
AU = Am L. Despreciando la contribucion a la energia
por parte de los electrones, la Ec. 2 indica que
AU =3NKg (F(Tp/Ta) - F(To/77))
Juntando estas dos Gltimas expresiones, queda

AmL, _

INK, (F(To/T,) -F(TL/77)) (Ec.8)
La resolucion de la Ec. 8 permite calcular Ty a partir de
los datos experimentales Amy N = NoM / P.A. (N4 €s
el nimero de Avogadro, M la masa de la muestra y
P.A. el peso atomico del material). Esto fue efectuado
numéricamente de dos maneras (a) y (b) (ver Notas al
final).

Los resultados obtenidos y los valores
tabulados para Tp se encuentran en la Tabla 3. El
error considerado proviene de la incerteza
asociada al lado izquierdo de la Ec. 8.

# Material Tp ErrorTp Tp ErrorTp Tp
(a) (a) (b) (b) [K]
[K] (Kl [K] [K] *

1 Al 391 4 391 5 394
2 Cu 314 5 309 6 315
3 Cu 290 1 290 1

4 Fe 184 52 187 60 420
5 Fe 379 25 380 26

6 Pb 80 16 92 14 88

Tabla 3. Temperatura de Debye calculada numéricamente
por los métodos (a) y (b).

* Valores de Tp tabulados. Fuente: McGraw-Hill
Encyclopedia of Science & Technology, Vol. 12, McGraw-
Hill, 1960, p. 276.

IVV. CONCLUSIONES

En cuanto a la capacidad calorifica molar media,
puede verse en la Tabla 2 que existe en general un
buen acuerdo entre los resultados experimentales y los
numéricos. Los errores experimentales son de
aproximadamente el 1%, excepto para el hierro, donde
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superan ligeramente el 3%. Asimismo, la muesta # 4
(Fe) discrepa notablemente con lo esperado.

Con respecto a la temperatura de Debye, las
muestras # 1, 2, 5 y 6 concuerdan con los valores
tabulados referidos. El error no supera 2% para el
cobre y el aluminio. El caso del plomo presenta un alto
error; esto podria radicarse en que la resolucion
numérica presenta anomalias para los valores
correspondientes de AU/3NKg (esto se observé al
graficar (F(Tp/Ta) - F(Tp/77)) vs. Tp), pero no se
llegd a una explicacion contundente.

Las muestras # 3 y 4 discrepan notablemente de lo
esperado. Una posible explicacion seria un aumento en
la tasa de evaporacion debido al enfriamiento del
envase y no al enfriamiento de la muestra, ya que éstas
fueron las dos primeras tomas de datos.

Es pertinente notar que el céalculo de la Ty es muy
sensible a los errores en la determinacion de Am y de la
masa M de las muestras. Un error del 0.5% en
AU/3NKg genera errores en la determinacion de Tp
del 2% alrededor de los 315 K y del 16% alrededor de
los 80K. Futuras experiencias deben observar este
problema y principalmente optimizar el método de
medicion de la pérdida de masa en funcion del tiempo,
aumentando la presicion y automatizando la adquision
de datos.

Finalmente, debe aclararse que existe cierta
arbitrariedad en la definicion de Tp y en la forma en la
que es determinada. La fuente aqui tomada fue elegida
por contener los valores de todos los elementos
implicados en esta experiencia. Sin embargo, casi todas
las referencias citadas presentan valores de Tp ¥y
discrepan entre ellas. Incluso algunos autores permiten
a Tp variar con la temperatura. Esto enfatiza el hecho
de que el modelo de Debye, a pesar de su utilidad y
popularidad, sigue siendo una aproximacion del
comportamiento de la capacidad calorifica.

V. NOTAS: CALCULOS NUMERICOS

La interpolacion de valores tabulados de Cp a
distintas temperaturas se realizaron con el software
Mathematica 4.0 (comando PolynomialFit).
Polinomios de quinto y sexto grado reprodujeron
convenientemente a C(T) en el rango de 70 a 300 K. La
integracion de C(T) también se realiz6 numericamente
con Mathematica.

La resolucion de la Ec. 9 se realizé:

(a) mediante el software Mathematica 4.0 (comando
FindRoot).

(b) mediante la aplicacion directa de la regla del
trapecio para resolver la integral de la Ec. 3 en
Excel 97. Luego se calcularon ambos lados de la
igualdad en la Ec. 9 y se vario el pardmetro Tp
hasta que ambos coincidieron.

3 E-mail: carlar@sinectis.com.ar
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