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MODELLUS

1.-La Relatividad
Especial: Origeny
desarrollo

1.1-
Electromagnetismo: En

busca del éter

Cémo surgi6 la Relatividad,qué pensamiento llevo en €

siglo XIX aAlbert Einstein a descubrir una nueva manera de
observar e mundo. Son preguntas que aparecen en nuestra mente
y que tienen facil respuesta si volvemos nuestra vista al pasado.
Hacia 1864, James Clerk Maxwell (1831-1879) establecio las
ecuaciones fundamentales del el ectromagnetismo, denominadas
ecuaciones de Maxwell, que resumen todas las leyes del
electromagnetismo y llevan aimportantes consideraciones sobre
la naturaleza el ectromagnética de la luz. Sin embargo es
Interesante resaltar aqui € profundo significado de éstas. Como
sabemos, es posible formular las ecuaciones de Maxwell en unas
condicionestales que ladensidad de carga vy laintensidad de
corriente eléctrica sean nulas( divE= 0, j=0). Tal vez para
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NOSOtros No sea sorprendente ver como |as ecuaciones de Maxwell
tienen como consecuencia, en las condiciones impuestas, |a
propagacion de una onda electromagnéticaen €l vacio, y
determinan una velocidad paratales ondas:

C= (&) 2 (mi9)

Pero para los cientificos del siglo XIX, eramuy dificil
Imaginar que la radiacion el ectromagnética se propagara sin
necesidad de un medio. Por este motivo, los cientificos supusieron
|a existencia de un medio "luminifero” através del cual se
propagaran las ondas luminosas en el espacio libre, denominado
como "éter".En efecto, Maxwell no podia imaginar un campo
COMO un sistema que por si mismo se estuviese propagando por €l
medio libre. Pero este medio cuasi fluido no podia tener unas
propiedades cualesguiera: debia soportar esfuerzos tangenciales
(en contraposicion ala misma definicion de fluido). Aun asi,
Maxwell afirmaba: "[...] Siempre que se transmita energia de un
cuerpo aotro en el tiempo, debe existir un medio o substanciaen
el que existala energia después gue abandone uno de los cuerpos
y antes de que alcance € otro, porque la energia, como Torricelli
hacia notar, es una guinta esencia de naturaleza tan sutil que no
puede estar contenida en ningun recipiente excepto en la
sustancia intima de las cosas materiales.[...] no puede haber duda
de que los espacio interplanetarios e interestel ares estan ocupados
por una sustancia o cuerpo material, que es ciertamente el mayor,
y probablemente el mas uniforme, de todos |os cuerpos de que
tengamos noticia (J.C.Maxwell, "Encyclopedia
Britannica",9%d.,V0l.8,1878)". Es evidente, que en este estado, la
actitud post-maxwelliana (pre-einsteniana con €l tiempo llego a
preponderar), era que la electrodinamica son las ecuaciones de
Maxwell, mas la especificacion de las densidades de cargay
corriente contenidas en dichas ecuaciones, mas una conjetura
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MODELLUS

sobre la naturaleza del éter. Sobre esto ultimo muchos cientificos
ayudaron a construir laescueladel siglo XX del plenum, un éter
paralaluz, e calor, laelectricidad y el magnetismo. Sin embargo,
también existian candidatos del siglo XIX para un éter Unico,
algunos anteriores a lateoria de Maxwell, como |os éteres de
Fresnel, Cauchy, Stokes, Neuman, MacCullagh, Kelvin, Planck, y
probablemente otros, que se distinguian entre si por propiedades
tales como el grado de homogeneidad, compresibilidad y
proporcion en que latierralos arratraba. La cuestion mas
Importante para todos estos fabricantes de éteres eralograr una
comprension dinamica de la aberracion de laluz, del arrastrade
Fresnel, y, después, del experimento de Michelson-Morley. Era
necesaria una forma de probar la existencia del éter, aunque las
medidas fueran de un orden muy pegquefio.

Por gjemplo, supongamos que latierra se mueve através del
éter con velocidad v sin perturbarlo; entonces lavelocidad de la
luz con respecto de latierra debera depender de lavelocidad de
propagacion de laluz. Asi, se deberia satisfacer la transformacion
Galileana de |las velocidades: |a velocidad de la luz debe ser c-v
para un rayo que se propagaen lamismadireccion y sentido en
gue latierra se mueve atraves del éter, y c+v paraun rayo que se
propaga en lamismadireccion y sentido opuesto. Era necesario,
pues, un experimento que desvelaralaexistencia del éter. En esta
empresa se embarcaron muchos cientificos: Los experimentos

sobre € éter
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L os experimentos sobre el éter

2.-L0s experimentos sobre €l éter

Entre los muchos experimentos que se realizaron sobre la existencia del éter, destacan también
otros que ayudaron a descartarlo. Aqui citamos |os mas importantes.

2.1.- Experimento de Michel son-
Morley

~~A.A.Michelson

Afio y medio después de la muerte de Maxwell, en agosto de 1881, aparecio en un nimero
de American Journal of Science un articulo firmado por Albert Abraham Michelson ( 1852-1931
), Master en laMarina de Estados Unidos. Michelson, con licencia de la Marina entonces, y
trabajando en el laboratorio de Helmholtz en Berlin, habialeido un escrito de Maxwell: "[...]
Todos los métodos... por los cuales es posible determinar la velocidad de laluz con métodos
terrestres, dependen de la medicion del tiempo para el vigje doble, de una estacion aotray
regreso” , esto nos conduce a un efecto alo sumo de O((v/c)2)=0(10-8).Michelson yaera
reconocido perito en lamedicién de lavelocidad de laluz, y concluia que Maxwell habia
subestimado la precision con que era posible hacer experimentos terrestre ( determind, en 1878,
lavelocidad de laluz en 299.910 Km/s, equivocandose en la medida tan solo en 117,542 Km/s).
El instrumento que él disefio en Berlin para medir el efecto de Maxwell de segundo orden se
conoce como €l interferédmetro de Michelson. Para no verse perturbado por vibraciones de la
calle Michel son efectuaba sus experimentos en el observatorio astrofisico del cercano Potsdam.
El método que usaba era comparar los tiempos invertidos por laluz en atravesar la misma
distancia, unavez en forma paralelay otraen formatransversal con respecto a movimiento dela
tierrarelativo al éter. Con esta disposicion, un éter estacionario, daria una diferencia de tiempo
equivalente a 1/25 de lalongitud de onda de laluz amarilla, en més cuando marchasen en forma
paralela; el efecto puede detectarse haciendo interferir los haces paralelo y transversal.
Michelson no obtuvo evidencia de un viento de éter: " € resultado de la hipétesis de un éter
estacionario ha mostrado asi ser incorrecto, y la conclusion necesaria que se sigue es gue la
hipétesis es erronea’
( K. von Mosengeil, Annalen der Physik, n® 22, 867 ( 1907 ) ). Los consegjos de Rayleigh
Kelviny Lorentz hicieron que Michelson realizara una nueva experiencia. Entonces se
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encontraba en la Case School of Applied Science ( Escuela Case de cienciaaplicada) y decidio
realizar de nuevo el experimento, esta vez en colaboracion con Edward William Morley ( 1838-
1923 ), un quimico de lavecina Universidad Western Reserve. Procediendo seguiin las mismas
lineas seguidas en la experiencia de Postdam, construyeron un nuevo interferometro y se tomo
gran cuidado en minimizar las influencias perturbadoras. En agosto de 1887, Michelson escribio
a Rayleigh que nuevamente se habia hallado un efecto nulo, haciéndose publico en el noviembre
siguiente. Michelson volvio aredizar su experimento varias veces en afios posteriores, y por
ultimavez en 1929 ( Albert Einstein pregunto una vez a Michelson porque habia invertido tanto
esfuerzo en lamedicion de lavelocidad de laluz con alta precision. Michelson contestd: " Well
esmir Spass macht " , porque medivierte).

Béasicamente este experimento es la base de la constancia de la velocidad de laluz. Muestra
claramente que la velocidad de laluz siempre es la misma en todas |as direcciones, sin importar
el estado de movimiento del observador. Sin embargo, este resultado llevo aciertas
consecuencias que formularemos més adel ante.

Espejo

Ezspejo
sernirreflectante

Fuente de Tuz

Ezpejo

Cetectar
(telescopio)

Dispositivo de Michelson-Morley
Mediante el interferémetro dividieron un haz de luz en dos haces que se propagaban formando un angulo recto y lo hacian interferir, formando un
diagrama caracteristico de franjas claras y oscuras. Si laTierra (y por tanto €l aparato) se movierarespecto al éter, lavelocidad de los haces seria
distinta, igual que lavelocidad de un barco que vario arribay despuésrio abajo difiere de la de un barco que cruza el rio. Ladiferenciade
velocidades de los haces modificaria el diagrama deinterferencia. Sin embargo, no se hall6 ninguna modificacion. Este y otros fracasosen la -
deteccion del movimiento de la Tierraen el éter llevaron 18 afios después a Albert Einstein a desarrollar lateoria de larelatividad restringida, con
lo que se abandoné lateoria del éter.

2.2.- Laaberraciondelaluzy &

efecto Fizeau

A causadelavelocidad v de latierra, una estrella gue debiera verse en € cenit de estar la
tierra en reposo, se ve realmente formando un angulo a con lavertical, con

tga = v/c
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El concepto de éter en reposo absol uto, introducido en 1818 por Augustin Fresnel (1788-1827)
en su famosa carta a Dominique Francois Jean Arago, obedecia a propodsito explicito de explicar
este efecto de aberracion ( que seriacero si € éter se moviese junto con latierra). En € capitulo
de Relatividad se ofreceraun desarrollo del efecto.

Enlo que serefiere a efecto Fizeau, Fresnel habia predicho que si un liquido se mueve a
través de un tubo con velocidad v respecto al éter y un haz de luz atraviesa €l tubo en lamisma
direccion, lavelocidad ¢ de laluz resultante con respecto al laboratorio esta dada por

c=cn+v(1l-1Un2) (A)

donde n es el indice de refraccion del liquido ( supuesto sin dispersion ). Fresnel dedujo este
resultado de la hipotesis de que la luz imparte vibraciones el&sticas a éter que atraviesa. Seguin
él, lapresenciadel factor 1 - 1/n2 ( conocido ahora como €l coeficiente de arrastre de Fresnel )
expresa el hecho de que laluz no puede adquirir toda la velocidad adicional v debido a que es
parcialmente retenida por €l éter del tubo. En 1851 Fizeau envio luz de una fuente terrestre aun
tubo lleno con un liquido en movimiento y hallo razonable acuerdo experimental con la ecuacion
A

Ambos efectos fueron analizados por Lorentz desde el punto de vista de lateoria
electromagnética. Sin embargo en su trabgjo de 1895, €l éter de Fresnel se postula de manera
explicitalo que esincorrecto.

Ante estos problemas surgio una nuevateoria: La Teoriade la Relatividad Especial

La Redatividad Especial: Origen y desarrollo La Teoriade la Relatividad Especial
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Lateoriade larelatividad especia

3.-LaTeoriade laRelatividad
Especial

3.1.-Los nuevos postulados y sus
consecuencias

La nueva teoria se basa por completo sobre dos postulados:

1.- Lasleyes de la fisica toman la misma forma en todos | os sistemas inercial es.

2.- En cualquier sistema inercial, la velocidad de la luz c esla misma, tanto si es emitida por un
Cuerpo en reposo como Si 1o es por un cuerpo en movimiento uniforme.

L as consecuencias de |os postulados son inmediatas y se desarrollan como sigue.

3.1.1-Intervalo

En primer lugar definiremos el concepto de suceso. Un suceso se define por el lugar en e que ocurre
y por €l instante en que ocurre. Por tanto todo suceso en una particula material tiene tres coordenadas
espacialesy unatemporal.

Establezcamos un pseudoespacio cuadridimensional cuyos g es se marcan con dichas coordenadas.

L os sucesos en este espacio vienen dados por puntos, |0s puntos de universo. Ademas a cada
particula corresponde unaciertalinea, lalinea de universo. Los puntos de esta linea determinan las
coordenadas de la particula en todo instante.

Para expresar €l principio de lainvariancia de la velocidad de la luz, consideraremos dos sistemas
con movimiento relativo uniforme, Ay A'. Losges X y X' coinciden mientras quelosgesY y Z
son paralelosalosY'y Z'; representemos el tiempo en lossistemasK y K' porty t'.

Supongamos gue ocurren dos sucesos, el primero consiste en laemision de una sefial ( que se
propagacon lavelocidad delaluz) en (x1 ,y1,z1,t1)y el otro en su llegada (x2 ,y2 ,22 t2). La
distanciarecorrida por ellaesasi ¢(t2 - t1). Por otro lado estamismadistanciaesigua a[( x2 - x1 )2
+(y2-y1)2+ (22-71)2 - c(t2-11)2] Y2, Larelacion por tanto entre las coordenadas de ambos

sucesosen A es:

(x2-Xx1)2+ (y2-y1)2+ (2-71)2 -c(t2-11)2 = 0

Ambos sucesos se pueden observar desde A' . Ahora ( x1' ,y1' ,z1' t1')y (x2'y2',22' t2') son las
coordenadas en A' de ambos sucesos. Como la velocidad de laluz debe ser lamisma en |os sistemas
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AyA', tenemos:
(X2 -x1')2+ (y2'-y1' )2+ (22 -71')2 -c(t2'-t1')2 =0
Y denominaremos interval o entre dos sucesos cualesquiera ala cantidad :
S12=[ c2(12-11)2-(x2-x1)2- (y2-y1)2 -(22-71)2]V2

Si c esunainvariante, y €l intervalo entre dos sucesos es cero, también o es para cualquier otro
sistema.
Consideremos ahora dos sucesos infinitesimal mente separados, entonces se tiene

ds?= c2dt2- x2-y2 - 22

Es posible pues considerar 2 y 3 como una distancia entre dos puntos en un espacio
cuadridimensional ( coordenadas x ,y, zy €l producto ct ). La diferencia con la geometria ordinaria
reside en una manera especia de laforma cuadrética expresada por 3, introducida por Hermann
Minkowski .

Hemos visto que si ds=0 en un sistemainercial, también ds'=0 en cualquier otro sistema. Pero como
ambos dsy ds son del mismo orden, se sigue que €l cuadrado de los infinitesimos deben ser
proporcionalesentre s :

ds?= ads?

donde a solo puede depender del modulo de la velocidad relativa de los dos sistemas inerciales. Esto
se sigue de las suposiciones de Albert Einstein plasmadas en un manuscrito escrito en 1921

1.- Homogeneidad : las propiedades de las reglas y relojes no dependen de su posicién ni del
instante en que se mueve ,sino solamente de laforma en que se mueve.

2.- |sotropia : las propiedades de las reglas y relojes son independientes de la direccion.

3.- Estas propi edades son también independientes de la historia previa. Es decir, si a dependiera
de las coordenadas y del tiempo se contradecia la homogeneidad de espacio y tiempo. Y
analogamente no puede depender de la direccion de la velocidad relativa, pues contradeciriala
isotropia del espacio. Operando y comparando se obtiene que a solo puede ser una constante, la
unidad.
Esto implicalaigualdad entre interval os.
Llegamos asi a un resultado muy importante : €l intervalo entre dos sucesos es e mismo en todos los
sistemas de referencia, es decir, es invariante respecto de la transformacién que lleva de un sistema
inercial a cualquier otro. Estainvariancia es la expresion matemética de la constancia de la vel ocidad
delaluz.

L os experimentos sobre el éter La Simultaneidad
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La Simultaneidad

3.1.2-Simultaneidad

Seandenuevo (x1 ,y1,7z1 ,t1)y (x2,y2,22 t2) las coordenadas de dos sucesos en un
determinado sistemade referencia A . Intentemos ver si existe un sistema A' en que estos dos
sucesos ocurran en el mismo punto espacial.

Sean

o= 19 = Lao7 (%55 JRECYo= W )2+ (252 20 2= 1752
Tenemos que respecto a sistemaA € interval o entre dos sucesos es :
SpP= Clp?2- 132
Mientras que respecto aA'
Sp2= 22 -1y,2
Y por lainvarianciade losintervalos
12 - 112= C@ty2- 12

Y s ocurren en e mismo punto espacial respecto de A" :

$17= C?1gp? - |12= 214220

Por |o tanto, un sistema A' que cumpla dicha propiedad existe si €l intervalo entre dos sucesos
es un numero real. Los intervalos reales se califican de temporales. Esfacil ver que e tiempo
gue transcurre entre los dos sucesos que ocurren en e mismo lugar (en A') esigua a

2= 1c(c2ty? - 1159)12=sp5/C

Intentemos ahora encontrar un sistema de referencia en el que dos sucesos ocurran en €
mismo instante. Al igual que antes, enlossistemas A y A' tenemos c2 t1,2- 1152= C21'152-

I'152. Y como deben ocurrir en un mismo instante :

$122= - '12?<0

Por lo tanto, el sistemaexistirasolo s e intervalo entre los dos sucesos es imaginario. Los
interval os imaginarios se califican de espaciales.

De estamaneras € intervalo entre los dos sucesos es espacial, existe un sistema de referencia
en e que los dos sucesos ocurren simultaneamente. La distancia entre dos puntos en que
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ocurren estos sucesosesigual a(en A') :
lrSll?-"Cal52) 2S5,

Debido alainvarianciade losintervalos su clasificacion es un concepto absoluto. El
caracter temporal 0 espacia de un intervalo es independiente del sistema de referencia

Si O es origen de un suceso y tomamos una sola dimensién espacial y €l tiempo podremos
ver quérelacion ligalos demas sucesos con € suceso dado O. Consideremos € movimiento
uniformey rectilineo de una particula que pasa por x = 0 en t = 0. Su movimiento debe
representarse por unarecta cuya pendiente es lavelocidad de la particula, y puesto que la
maxima velocidad es c, la pendiente no podra superar el angulo formado por larecta de
pendiente cy € get, como se muestraen lasiguiente figura:

o t [ c
Futuro
cthsolisto
cahsalutemente cthsalistcmanie
separada 0 separada X
Pesacdo
cthsofiiio
d | b

FIG.1

L as rectas que representan movimientos de particul as pueden estar solo en las regiones aOc y
dOb. Consideremos la region aOc. Es fécil ver que para todos los puntos, €l intervalo en esta
region es

c2t2 - x20. Esdecir € intervalo entre un suceso cualquierade estaregiony €l suceso O es
temporal.

Evidentemente ocurre quet 0, es decir, los sucesos en aOc ocurren " después ™ que el suceso
O. Pero dos sucesos que estan separados por un intervalo temporal, nunca podran ser
simultaneos en ninglin otro sistema de referencia. Por |o tanto, no existe ningun sistema de
referencia para el que un suceso ocurrido en laregion aOc ocurra antes que €l suceso O. Los
sucesos de esta region son futuros respecto de O para todo sistema de referencia, de ahi que
seallamada" futuro absoluto” respecto del suceso O.

De lamisma manera, 10s sucesos de la region bOt pertenecen al pasado absoluto respecto de
O, y por consiguiente, |os sucesos de esta region ocurren antes que el suceso O paratodo
sistema de referencia
Consideremos finalmente las regiones dOay cOb. Es claro que €l interval o entre un suceso
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cualquierade estas region( dOao cOb ) y € suceso O, es espacial. Estos sucesos ocurren en
puntos diferentes del espacio respecto de cualquier sistema de referencia. Por ello estas
regiones, se pueden calificar de " absolutamente separadas " respecto de O. Sin embargo, los
conceptos " simultaneos™ " antes", y " después " son relativos para estos sucesos. Por tanto
en esta region, para un suceso existen sistemas de referencia en los que el suceso ocurre
después que el suceso O, sistemas en |0s que ocurre antes 'y, sistemas en |os gue dicho suceso
y O son simultaneos.

Si consideramos |as tres coordenadas espaciales en lugar de solo una, obtendriamos, a
diferenciadelafig.l1,un" cono" x2+ y2+ 72-c2t2 = 0 en el sistema de coordenadas
cuadridimensional x, y, z, t, cono cuyo eje coincide con €l get ( este cono se llama cono de
luz ). Lasregiones del "futuro absoluto " y del " pasado absoluto " son entonces las
correspondientes a las dos regiones interiores de este cono. Aqui puede verse un giemplo :

{

En conclusion, dos sucesos se pueden vincular causalmente entre si, solo si €l intervalo entre
ellos es temporal, como se deduce del hecho de que ninguna interaccion se puede propagar
con velocidad mayor que lavelocidad de laluz. Como hemos visto es precisamente para estos
sucesos paralos que los conceptos " antes™ y " después ' tienen un significado absol uto,
condicién necesaria para que |os conceptos de causay efecto tengan sentido.

L os nuevos postulados y sus consecuencias Tiempo propio
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Tiempo propio

3.2.- Tiempo propio

Supongamos que nuestro sistema de referenciainercial se observa un reloj que se mueve de manera
cualquiera respecto del mismo, con un movimiento uniforme en cada instante. Por esta razén
consideraremos también sistemas inerciales respecto de los cuales €l reloj esta en reposo.

Durante un intervalo de tiempo infinitessmal dt ( indicado por un reloj ligado a nuestro Sistema, y
Jdx? + dyt + g’

por tanto en reposo respecto aél ) € reloj en movimiento recorre una distancia:

V eamos que intervalo de tiempo dt' indica estas condiciones el reloj en movimiento. En el sistemade
coordenadas en el que € reloj se encuentraen reposo este seradx' = dy' = dZ = 0. Por lainvariancia
delosintervalos se tendra:

ds?= c2dt2- dx2- dy2- d22 = c2dt'2

de donde, haciendo laraiz y dividiendo por c,

ds 1
di'= 2 = Z [Pt —ax® -y - dd?
[ [

o también,
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T .1 3
dr'=dr\/1——dx a dr
e dt

dx* +ay’ +dzt
dt* -

donde v eslavelocidad del reloj; por consiguiente,

2
== =t f1- 2
c ¢ (321)

Integrando esta expresion, obtendremos el tiempo indicado por el reloj en movimiento cuando el
tiempo transcurrido seguin €l reloj en reposo est, - ty:

i, vj
de'= (de,f1- 2
J 7

© (322)

El tiempo indicado por un reloj gque se mueve junto con un objeto se llamatiempo propio de este
objeto . Lasformulas (3.2.1) y (3.2.2) expresan €l tiempo propio (que llamaremos T ) en funcion
del tiempo perteneciente al sistema de referencia desde donde se considera el movimiento.

De las anteriores ecuaciones también se deduce que T de un objeto en movimiento sera siempre
menor que el correspondiente intervalo del sistema en reposo. Es decir, "un reloj en movimiento
atrasa respecto de un reloj en reposo .

Volvamos alafigura 2. Supongamos gue un reloj se mueve con movimiento rectilineo y uniforme
respecto de un sistemainercial A. Un sistema de referencia A' vinculado a A también esinercial. En
estas condiciones, € reloj de A’ retrasa desde € punto de vista de un observador situado en A. El
reciproco también es cierto. En ello no hay ninguna contradiccion si se considera el problemade la
siguiente manera. Supongamaos que un cierto instante un reloj en A’ pasa por delante de un reloj en
A,y ambos rel ojes coinciden:
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r=g |\ ar

)

A

|

" T

=8 (/ l \)A (: l )A
, L \;._..-f

i3 | | x,x"
Y,y

Para comparar las marchas de losdos relojesen A y en A', hemos de comparar de nuevo las
indicaciones del mismo reloj en movimiento con las de un reloj en A. Pero ahora comparamos dicho
reloj con otro reloj en A - aguel por delante del cual pasaA' en € otro instante:

H/f_l;\)fl'%
S
b (b

Se encuentra entonces que € reloj de A' retrasa respecto del reloj de A con € que se le compara. Por
tanto, vemos que para comparar las marchas de rel ojes en dos sistemas de referencia son necesarios
varios relojes en uno de ellosy uno en e otro. Por o tanto este proceso no es simétrico respecto de
los dos sistemas. El reloj que atrasa es el que se compara con diferentes relojes del otro sistema.

Si tenemos dos relojes, y uno de los cuales describe unatrayectoria cerrada que vuelve al lugar
donde se encontraba un reloj en reposo, € reloj que se mueve es precisamente el reloj que atrasa
(respecto del reloj en reposo ). El razonamiento inverso es ahoraimposible, y €l reloj en reposo no
puede atrasar, puesto que €l reloj en movimiento no se mueve con movimiento rectilineo y uniforme,
y por tanto un sistema de coordenadas ligado a el no serainercial.

Por el primer postulado de larelatividad , los sistemas de coordenadas vinculados a reloj en reposo (
sistemainercia ) y a reloj en movimiento ( no inercia ) tienen propiedades diferentes, y €l reloj en
reposo No puede atrasar.
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La Simultaneidad L a transformacion de L orentz
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3.3.- Latransformacion de Lorentz

Trataremos ahora de obtener las formulas que permitan pasar de un sistema de referenciainercia a
otro, es decir, formulas mediante las que dadas las coordenadas x, y, z, t, de un cierto suceso en el
sistema A, podamos encontrar las coordenadas X', y', Z, t', del mismo suceso en otro sistemainercial
A

En mecanica clésica, la solucion es simple. Dada la natural eza absoluta del tiempo, tenemos quet =
t'; s ademas se eligen 10s g es de coordenadas como de ordinario ( movimiento alo largo de X, X',
gue son coincidentes; Y,Z, pardelosaY', Z'), las coordenadas x y x' diferiran en ladistancia
recorrida por uno de los sistemas con relacion al otro; sient = t'= 0, tenemosx = X' =0y s la
velocidad de A' respecto de A esV, dichadistanciaesigual aVt. Por consiguiente,

X =x4 ¥V y=y.z =2zt = .-:'.(31)

Estas formulas se llaman transformacion de Galileo. Esfacil ver que esta transformacion no deja
invariantes en |os interval os entre sucesos.

Las formulas de transformacion relativistas las obtendremos, precisamente, partiendo de la
condicion de que dejen invariantes dichos interval os.

En efecto, lafisicaseriaincompletasi la desigualdad t; = t'4 no pudiera precisarse en unarelacion
especifica entre los dos lapsos. Einstein obtuvo esa relacién deduciendo |a transformacion de
L orentz de sus postulados. Ahora expondremos dos formas de deducir dichas transformaciones.

En esta primera deduccion utilizaremos el razonamiento de Einstein. Su argumento es esencia como
sigue. Sean dos sistemasinerciales(x,y, z, t) y (X, VY, Z, t"), & segundo de |os cuales se mueve
respecto al primero, con velocidad v alo largo de x. Ent = t'= 0, los dos sistemas coinciden. En ese
instante, una onda de luz, esférica, es emitida desde el origen comun. t segundos mas tarde, la onda
alcanzala superficie

x4yt +g? =28 a2

La compatibilidad de ambos postulados exige que la onda también haya al canzado la superficie

() + 0D @) =) g

L as relaciones entre | os dos sistemas de coordenadas implicados en estas dos ecuaciones se suponen
lineales, de acuerdo con la homogeneidad del espacio y €l tiempo. Entonces, con simple aritmética
se obtiene
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' (34

donde € es un factor de escala arbitrario, que depende solamente de v. Como €l producto de esta
transformacion debe dar laidentidad, setiene

=visi-vi=1
la asimetria requiere que las transformaciones dey y de zno cambiensi ¥ = v, y por lo tanto

=)= g(—v)

Asi, ¥V =1(yaque #®=1)y

¢* (35

Latransformacion inversa, es decir, expresar X, y, z, t en funcién de x', y', Z, t', se obtiene
cambiando -v por V.

La deduccion de las transformaciones de Lorentz, a partir de principios iniciales aparece por
primeravez en el trabgo de Einstein.

L a segunda deduccion es algo mas geométrica. Sin embargo, seguiremos partiendo de lainvariancia
delos intervalos. Como veiamos en €l epigrafe 2 (intervalo) el interval o entre dos sucesos se puede

considerar como distancia entre |os dos puntos de universo correspondientes en e sistemade
coordenadas tetradimensional .

En consecuencia, podemos decir que la transformacion buscada debe conservar todas las distancias
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en el espacio de cuatro dimensiones x, y,z, ct. Por tanto, las transformaciones solo podran ser
traslaciones o rotaciones del sistema de coordenadas. Hablaremos de transformacion de L orentz
pura cuando no implique rotacion espacial, Sino solo sistemas en movimiento uniforme cuyos ges
son paralelos. Cualquier transformacion general de Lorentz es el producto de una rotacion espacial
y de unatransformacién de Lorentz pura. Las traslaciones del sistema de coordenadas carecen de
interés, pues en esencia solo son un corrimiento del origen de coordenadas'y un cambio en el origen
del tiempo. Por consiguiente, la transformacién que buscamos debe poderse expresar como una
rotacion del sistema de coordenadas cuadridimensional x, y, z, t .

Cualquier rotacion en el espacio tetradimensional se puede descomponer en seis rotaciones en los
planos xy, zy, Xz, tx, ty, tz ( andlogamente a la descomposicion en tres rotaciones en los planos xy, zy,
y Xz de unarotacién en el espacio ordinario ). De las anteriores seis rotaciones, |as tres primeras
transforman Uni camente coordenadas de espacio.

Consideremos unarotacion en el plano tx; por efecto de lamismalas coordenadasy y z no cambian.
Si P esd angulo derotacion, larelacion entre las coordenadas antiguas y nuevas se determina por
laformula

x=x'coshyr + ct'senh yr, ot = X'senh g + ot 'cosh yr (3.6)
n A ° n A 2,2 2 ipd 2
donde P esel " dngulo de giro "; esfécil ver que ¢t - x° = ™" -x"

et =2t = 2 senh ? g+ % cosh® g+ 2x'ct'senh peosh ,aw-x'z cosh? p-c’™ senh? - 2x'ef'cosh psenh =

= ct? (cosh® pr=senh? )~z (cosh? g —senh? ) = ¥ -2

Lasformulas ( 3.3.1) difieren de las formulas ordinarias de transformacion correspondientes alas
rotaciones de |os € es de coordenadas en la substitucién de las funciones trigonométricas por
funciones hiperbdlicas. En esto se manifiestala diferencia entre la geometria pseudoeuclideay la
euclidea ( ver espacio universal o espacio de Minkowski ).

V eamos la formula de transformacion que permite pasar de un sistema de referenciainercial A un
sistema A’ que se mueve respecto de A con velocidad V alo largo del gje X. Es evidente que solo
varialacoordenadax y e tiempo t. Latransformacion debe ser delaforma( 3.3.1). Falta
determinar el angulo ), que puede depender Unicamente de lavelocidad relativa V.

Consideremos el movimiento, en €l sistemaA, del origen de coordenadas del sistema A'. En estas
condiciones X' =0y lasformulas ( 3.6 ) toman laforma

X =ct'senhyr, ot =ct'coshy
)
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0, dividiendo la una por laotra,

x
—=tgh
it

Pero x/t es, evidentemente, lavelocidad V de A’ respecto de A .Por consiguiente,

,
tgh ==

iy

De aqui se deduce,

senh =

Substituyendo en ( 3.6 ) resulta

De nuevo, paraexpresar X, Yy, Z, t', en funcion de x, y, z, t, solo tenemos que cambiar V por -V.

Observando las formulas vemos que al pasar a limite ¢ — = de lamecanicaclasica, las formulas de

transformacion de L orentz se reducen, en efecto, alatransformacion de Galileo.

Ademas para VV>c en (3.3.2), las coordenadas x, t se hacen imaginarias, debido a que ningun
movimiento puede poseer una vel ocidad mayor que lavelocidad de laluz. Ni siquiera existe un
sistema de referencia con velocidad igual aladelaluz, pues se anularian los denominadores de

3.7).

Para velocidades V pequefias respecto de lavelocidad de la luz se pueden utilizar las formulas

aproximadas

x =x'+
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Deduzcamos ahora las transformaciones de Lorentz parala velocidad. Supongamos de nuevo que el
sistema A' se mueve con relacion al sistema A con velocidad V alo largo del gje X. Seav, = dx/dt la

componente x de lavelocidad de la particulaen el sistemaA'y V', = dx/dt' la correspondiente
componente de la velocidad de la misma particulaen el sistemaA'. De ( 3.7) podemos deducir que

”
v de' —-dx’
_ dx'+Vdt e P

JT’ =
1-— 1-—
C‘g ':;-"1.}"= ‘fyl’ = =dZI’ -:','2 (39)

Dividiendo las tres primeras ecuaciones por la cuarta e introduciendo las velocidades, se encuentra

dx

w1 - v VL1 = v
- le_'_V - » Cﬂ = z Cﬂ
¥ Vo7 v # v,
1+ 1+ — 1+
et ct ¢’ (3.10)

Para obtener la transformacion inversa se sustituye V por -V.

Para una velocidad V considerablemente menor que lavelocidad de laluz ( lavelocidad v puede ser
cualquiera) setiene, aproximadamente, hasta el primer orden en V/c :

—_— 1
v, =v, +7

2
v v
1- il = ' 4 ! [ T | 1
7 V}, VJ_, va},cg Ve, SV, 7V Vx—z
2 ’ € (311)

Estas tres formulas se pueden resumir en una sola formula vectorial

L lzI:V 2!
€ (3.12)

Si lavelocidad V es cercana alade laluz debemos utilizar laformula vectorial

de '+ Vit '

V 2
Vi
¢ (3.13)

Las leyes de transformaci én de las componentes de la acel eracién se obtendrian derivando respecto
al tiempo laexpresion (3.10). Para una componente de la aceleracion, a'y, por ejemplo, se deduciria:
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Peds
P

a’x(f’) E

L @) d v -V
dt' di|1- v () /e?

Con

£+ (e
2
-

2
c

() =

Siguiendo este procedimiento se obtendrian las siguientes relaciones generales parala
transformacion de las componentes de la acel eracion:

_all=r et

T e

4 = (] —Vz‘.-'rcz )X(a}, +vyVax‘g'{(cz —VKVD
g (l—vafcz)g

L= (1 - Vj‘.-'{cj )X (ax +v Fa, /r(cj —va))
(l—va,-'rcz)g

z

(3.14)

y relaciones semejantes, permutando las variables de un sistema por lasdel otroy V por -V, parala
transformacion inversa.

Tiempo propio M ecanica Rel ativista

Home
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4.-Mecanica Relativista
4.1.-Momentum lineal y Fuerza

Admitir el principio de relatividad y la transformacion de L orentz obliga a cambiar la mecanica de
Newton: sus leyes no se modifican a aplicar latransformacion de Galileo pero si 1o hacen con la
transformacion de Lorentz.

La nueva mecénica, ( Mecanicarelativista), se basa en magnitudesy relaciones que, en €l limite de
bajas velocidades, se reducen alas de la Mecanica Newtoniana. Su ley fundamental establece que,
en un sistema de referenciainercial, e movimiento de una particula de masam, posicién r(t) y
velocidad v(t) puede escribirse mediante la ecuacion :

ap
df (4.1)

F=

siendo F lafuerza que actla sobre la particulay

mv

2
Vv

;‘5:

1-
¢? (4.2

su momentum lineal relativista. De acuerdo con (4.2) e momentum lineal relativista es mayor que
el predicho por e momentum lineal newtoniano, p=mv, llegando adivergir cuando lavelocidad de
la particula se acercaalavelocidad de laluz. Sin embargo, cuando la velocidad es muy baja frente
ac, laecuacion (4.1) equivale ala Segunda Ley de Newton.

Analizando la expresion para el momentum lineal relativista, podemos obtener la expresion de la
Fuerza, definida ahora como dp/dt. Por tanto podemos redefinir la Fuerza como

F- dp _d | mv
df df e
I
£ 143

Si tratamos el movimiento rectilineo esfacil ver que, considerando sdlo magnitudes,

el

Si ahora consideramos el caso del movimiento circular uniforme la velocidad permanece constante
en magnitud, pero ladireccion y sentido varian y la ecuacion (4.3) es, para este caso,

(4.4)
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m v

[ 2 dr
1—-—
o

pero dv/dt es la aceleracion normal o centripeta cuya magnitud es v4/R, donde R e el radio €l circulo
descrito. Por tanto la magnitud de la Fuerza normal o centripeta viene dada por

7=

b

F=_2 Y
i R

< (4.5)

En el caso general del movimiento, e movimiento curvilineo, debemos observar que dv/dt esla
aceleracion tangencia at y que v2/R esla aceleracion normal ay, .Por tanto, en el movimiento

curvilineo, las componentes de la Fuerza seguin (4.4) y (4.5) alo largo de latangente y la normal de
latrayectoria son

F = 41312 “r
l-—
¢ (4.6)
Ly
By = =y
[l
1-—
cf @

Una consecuencia inmediata de la nueva definicion de momentum es que la Fuerza deja de ser
paralela ala aceleracion, ya que los coeficientes que multiplican aay y ay son distintos. Sin

embargo, la relacion mas fundamental, F=dpa: , Sigue siendo valida. Ademas, las ecuaciones
(4.7) y (4.8) muestran que conforme una particula se acerca alavelocidad de laluz, lafuerza
reguerida para producir una acel eracion aumenta considerablemente.

4.2.-Energia

Vamos a obtener la expresion de la energia cinética a partir de la nueva definicién de momentum.
Como sabemos v=dg/dt, (donde s es € arco recorrido) y por |o tanto obtendremos

_ ¥ _ ¥ dp _ ¥
T J; Frds L Eds L vdp
Integrando por partesy aplicando la expresion del momentum relativista obtenemos

2 2
¥ L y oo BV 2 T3 2
T=vp—£pdv= - z.d’v= = + et l-v /rc — M

y finamente
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€ € (4.8)

Esta férmula muy importante , pone de manifiesto, en particular, que en mecanicarelativistala
Energia de una particula material no tiende a cero cuando ¥ — ¢, sino que tiende aun valor no nulo

E=mc2 (4.9
Esta magnitud es la Energia en reposo de la particula.

Por otra parte la magnitud

¢! (a10)

se conoce como Energiatotal de la particula. La Energiatotal de la particula, segun la definimos
aqui, incluye la energiacinéticay la de reposo, pero no ala potencia.( Una demostracion en la
seccion Aplicaciones de la Relatividad ).

Para vel ocidades pequefias (v/c<<1), el desarrollo de (4.10) en serie de potencias de v/c conduce a
larelacion

2

wv
ERN S

B o= me

que, salvo la Energia en reposo, coincide con la expresion clasica de la Energia cinética de una
particula.

L as magnitudes expuestas, a igua que el momentum lineal relativista, divergen cuando ¥ — < .Esto
expresa que lavelocidad de laluz es una velocidad limite de la propagacion de | as interacciones.

4.3.-Relaciones Energia-
Momentum:Funcioén de Hamilton

Si elevamos a cuadrado la expresion del momentum lineal relativista obtendremos

Laidentidad
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1 vie? B

Vj ) Vz _1
1= I-=

¢ ¢ (4.12)

esyaun invariante Lorentz, porque 1 es una constante. Multiplicando por méc4, tenemos

2 4 2.2 .2 1.4
o L S a2 4 o 2 2 2 4

= = mc = T —pTcT =mte
v v

1-— 1-—
L

2
2 _ 2 2 3 4
Ef =plc tmic 443

Estarelacion es mas sencilla de recordar si la asociamos a Teorema de Pitagoras:

cp

mc

Como la masa en reposo es una constante, m2c? los sera también y por lo tanto un invariante
L orentz. Hemos obtenido, la funcién de Hamilton:

2 2.2
= NPT TIE g

Delas expresiones (4.2) y (4.10) se deduce también la siguiente relacién entre la energia, €
impulso y lavelocidad de una particulalibre:

|\'."l

p-E

b2

£* (4.15)

Como se deduce de esta ecuacion, en mecanica relativista pueden existir particulas de masa nula

que se muevan alavelocidad de laluz. De (4.15) se tiene paratales particulas:

p=E
£ (4.16)
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4.4 .-Transformaciones de Lorentz:
Energiay Momentum

Larelacion entre Energiay momentum, dada por la funcion de Hamilton (4.14),debe ser lamisma
para todo observador inercial. Vamos a comparar estas cantidades segun dos observadores que se
mueven con velocidad relativa v. Ambos observadores tienen sus g es de coordenadas paralelosy X
y X' paralelos alavelocidad relativa. Para el observador situado en el origen O que ve una particula
de masamy momentum p, la ecuacion (4.13) puede escribirse como:

Eﬂ
pﬂ _ — — _mﬂcﬂ
c (4.17)

Como sabemos €l momentum p es un vector de componentes p, , p, Y p,. Entonces pZ=p2, + p2y o
p2, y laecuacion anterior se puede expresar como
2 E : 2.2

ng "‘sz tpis T — =
c (4.18)

Como esta expresion debe ser invariante para todos |os observadores inerciales, cuando O' observe
la misma particula debe escribirse

12
plﬂxl_'_plﬂyl_'_plﬂxl_ =_P?32C'2

e’ (4.19)

La estructura de las ecuaciones (4.18) y (4.19) es semejante ala expresion dada para el intervalo
entre sucesos, por tanto podemos hacer la correspondencia

2
Py 2 XP, Y, Py 2,00 EJ.-'rc (4.20)

Es decir, lainvariancia de la ecuacion (4.17) requiere unatransformacion de py, py, P, Y E/c2igua
alatransformacion de Lorentz vélida parax, y, zy t. Por tanto

Py —vE/rcg
1-v3 /e
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Esfécil ver que latransformacion de Lorentz parala Energiay € momentum es muy parecidaala
de las coordenadas espaciales. Por tanto, podemos esperar que otras cantidades se transformen de
manera semejante. La caracteristica comun de estos conjuntos es que tienen cuatro componentes, es
decir estan expresados mediante cuatro cantidades; por tanto, se les conoce como cuadrivectores en
un espacio representativo cuadridimensional, que recibe el nombre de Espacio de Minkowski, que
ya hemos citado. Precisamente fue Hermann Minkowski el mateméatico que ayudo ala
simplificacion formal de la Teoria de la Relatividad Especial ( Ver Bibliografia) y facilito el
camino ala Teoriade la Relatividad General. El método cuadrivectorial, que es sencillo, se

empleara en el modelo relativista.

La transformacion inversa se realiza sustituyendo -v por + v

pLatv A
' 1-v* /e
Py =2,
Py =P,
Evvp',

H=

2 2
A1V e (4.22)

Larelacion impulso-velocidad, y |as transformaciones parala Energiay el momentum fueron
comunicadas por primeravez por Max Planck, quien fue el primero en aplicar laRelatividad ala

teoria cuantica.

L atransformacion de Lorentz

Home

L as aplicaciones Relativistas
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5.- Las aplicaciones
relativistas

Enunciaremos ahora agunas de las mas importantes
aplicaciones de la Relatividad Especial.

5.1- La contraccion de
FitzGeral d-L orentz

-
—=
- - Supongamos que unaregla se encuentra en
% reposo en el sistema A, paralelaasu ge X.
Consideremos Ax= X, - X, su longitud medida en

este sistema ( X, Y X4 son las coordenadas de |os dos extremos de

lareglaen el sistema A ). ¢ Cudl seralalongitud de estaregla
medida desde € sistema A' ?. Determinemos, en primer lugar las
coordenadas de los dos extremos de laregla( x> y X'1) en este
sistema en un mismo instante t'. De las transformaciones de
Lorentz se deduce,

II1+|E'FEI IIE +I‘!:JF'£I
a7 2’
N
< (5.1

Lalongitud delareglaen el sistemaA' es AX'= X5 - X'; ; restando

&y =
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X, de X, , se obtiene

ﬂxl

e
1-—

c® (52

Do =

La" longitud propia" de unareglaes, por definicidn, su longitud
en un sistemade referencia en €l que se encuentra en reposo. S
consideramos | = Ax como lalongitud propia, y I' lalongitud de

lareglaen otro sistemade referencia A', tenemos

i'll
7

I (5.3)

Iy =
1

Y lalongitud de laregla es méximaen e sistema de referenciaen
el que se encuentra en reposo. En un sistema A' que se mueva con

_prd 2
velocidad V lalongitud resulta reducida por el factor ¥~ ¥ /¢" |
Esta es |a llamada contraccion de FitzGerald-Lorentz . Dicho
efecto fue llamado asi en honor de George Francis FitzGerald y de

Hendrik Antoon L orentz que ofrecieron unainterpretacion

dinamica del efecto, y por tanto incorrecta. La interpretacion
correcta es cinematica.

5.2- Ladilatacion del
tiempo
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' ®
Utilizando de nuevo la transformacion de L orentz

podemos obtener de nuevo los resultados ya mostrados acerca del
tiempo propio (epigrafe 3.2). Cologuemos un reloj en reposo en
un sistema A'. Consideremos dos sucesos que ocurren en un
mismo punto X', y', Z del espacio conrelacionaA'. S At'=t'5 - t';
es el tiempo transcurrido entre estos dos sucesos en €l sistema A'

podemos determinar e tiempo At que transcurre entre ellos en el
sistema A , mediante las transformaciones de L orentz:

Ell + II EI2 + :-'i,-l
_ [ _ [y
El I'!;,rﬂ ’ Ej |1;_.r3
1-— 1-—
¢  (5.4)
Es decir, restando,
— — ﬁl
1-—
(55)

De aqui se deduce que el resultado de dos transformaciones
sucesivas de Lorentz depende, en general, de su orden, a
diferencia de las transformaciones de Galileo, que si son
conmutables.

L os origenes cinematicos de las relaciones (5.3) y (5.5) no fueron
entendidos en seguida en forma general cuando se enuncio la
teoria. En 1911 Einstein explicaba: "la cuestion de saber s la
contraccion de Lorentz existe 0 no existe, es confusa. No existe
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"realmente”, en el sentido de que no existe para un observador
gue se mueva [con laregla] ; existe "realmente”, sin embargo, en
el sentido de que puede ser demostrada por un observador en
reposo”.

5.3- Laexpresion
relativistade la
aberracion

Ladesviacion de laluz al pasar aun nuevo
sistema de referencia es el fendmeno conocido
por aberracion de laluz. Paraunaestrella
situada directamente sobre nuestras cabezas (
cuando lavelocidad delaTierra v, es

perpendicular alalinea de observacion), el angulo de inclinacion,
0 de aberracion, del telescopio viene dado por

b
te =%
¢ (5.6)

Que es € resultado no relativista. Consideremos el problema
desde € punto de vistarelativista utilizando la transformacion de
L orentz.

Supongamos que en un sistema de referencia A en el quela
estrella esta en reposo se observa una sefial luminosa procedente
delaestrellaalolargo del gez con x =y = 0.El sistemade
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referencia A’ en € quelaTierra esta en reposo se mueve con

velocidad v, en ladireccion x. Entonces latrayectoria de la sefial

luminosa se encuentra directamente de la transformacion de
Lorentz, conx=0

. Ve
XxX=- ol
2
1-—
c
=z =cf
. ci
of =
e
1-—
© (5.7)

El angulo de inclinacidn es entonces

Y

© (58

El resultado () esta de acuerdo con el resultado con el resultado no

relativista () dentro de la exactitud de las mediciones, porque

~ -4
v, fe =10 paralaTierra. El resultado correcto es ().

5.4- Efecto Doppler
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5.4.1- Efecto Doppler
longitudinal

Consideremos dos cursos de luz emitidosent= 0y t = T por un
transmisor en reposo en X = 0 de un sistema de referencia. El

sislema A' se mueve con velocidad ¥# respecto aA. El pulso
inicial serecibeenx' = 0enA'end tiempot' = 0. El puntoen A'
gue coincide con x = 0 parat= T, viene dado por |a transformacion

de Lorentz:

. x -Vt -
T 2 B 2
N
€ “ (5.9)

tomando x = 0. El tiempo correspondiente en A’ es

el tiempo necesario para que el segundo pulso vigie en A' desde

Vo 17 hasta el origen es
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ot (5.11)

de modo que €l tiempo total en A’ entre larecepcion en X' = 0 de
los dos pulsos es

¢ “ (512)

el tiempo entre dos sefial es puede interpretarse igualmente como
el tiempo transcurrido entre dos nodos sucesivos de una onda
luminosa. Lafrecuenciaeslareciprocadel periodo delaonda, de
modo que

agui v' eslafrecuenciarecibidaen A'y v laque setransmiteen A.
Si el receptor esta algfandose de la fuente, entonces el termino V/c
es positivoy v' esmenor quev. S el receptor se acercael termino
V/c es negativo y V' es mayor que v. En funcion delalongitud de
ondaA =c/vy A'=c/v', de modo que
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Laecuacion (5.14) describe el efecto Doppler longitudinal
relativista para las ondas luminosas en € vacio.

5.4.2- Efecto Doppler
transversal

El efecto Doppler transversal se aplica alas observaciones
realizadas en angulo recto con la direccion de movimiento de la
fuente luminosa, que es normamente un &omo. En la
aproximacion no relativista no existe efecto Doppler transversal.
Lateoriarelativista predice un efecto Doppler transversal paralas
ondas luminosas; |as frecuencias deben estar relacionadas entre s
por laformula:

Donde @ es el angulo entre un rayo de luz monocromatica de
frecuenciav, y ladireccion x. Einstein es asi el descubridor del

efecto Doppler transversal, v' difieredev aun s el movimiento de
|lafuente de luz es perpendicular ala direccion de observacion.
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5.5.- El grupo de
L orentz

Einstein sefialo que las transformaciones del tipo de las
ecuaciones ( 3.3.1) formaban grupo: dos transformaciones
sucesivas con velocidades vy, v, en lamisma direccion producen

una nueva transformacion de laforma de las ecuaciones (3.3.1),
en la que se obtiene una velocidad v dada por laley de adicion de
Einstein

_ vt
1-"3_

ViVa

1+
¢ (5.16)

Veinte anos mas tarde, Einstein supo algo sobre € grupo de

L orentz que le sorprendié mucho. En Octubre de 1925 George
Eugene Uhlenbeck y Samuel Goudsmit descubrieron el spin del
electron, y con €llo explicaron la aparicion de los dobletes
alcalinos, pero durante un corto tiempo parecio que la magnitud
de la separacion del doblete no resultaba con €l valor correcto.
Entonces Llewellyn Thomas suministro €l factor faltante, 2,
conocido ahora como €l factor de Thomas. Aunque parezca
increible que un efecto relativista tenga un factor 2 en lugar de
algo del orden de v/c es un efecto sencillo. En el fondo dela
precesion de Thomas esta el hecho de que una transformacion de
L orentz con velocidad v, seguida por otra con velocidad v, en

una direccion diferente, no conduce a mismo sistemainercial que
una transformacion de Lorentz Unica, con lavelocidad vy + vs, .
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5.6.- Laformulade
Fresnel

A partir de laecuacion ( 5.16) se obtiene la conocida formula de
Fresnel. Setomav,= c/n, Vo= v, y se desarrolla hasta el primer

orden en v;Vv»/c2. La primera deduccion (en 1907 ) larealizo Max

von Laue, quien sefialo que seguin € principio de larelatividad, la
luz es completamente arrastrada por €l cuerpo [es decir, por €
fluido en movimiento], pero justamente por eso, su velocidad
respecto a un observador que no participa en e movimiento del
cuerpo no esigual alasumavectoria de su velocidad respecto
cuerpo mas [ lavelocidad del ] cuerpo con respecto al observador.

5.7.- El teoremade |los
relojes

Einstein afirmo que si dos relojes sincronicos Cq
" y C, estén en lamisma posicion inicial y C,
| dgael punto A y se mueve segln una orbita
cerrada, al regresar a A, C, retrasararespecto a
) C, . Posteriormente a este resultado selallamo

Paradoja del reloj. Lalogicade larelatividad
espacial no es suficiente para explicar este fenomeno (que hasido
desde entonces observado en € laboratorio), ya que, segin
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Einstein, entran en juego sistemas de referencia que no son
inerciales.

5.8.- Covarilanciadelas
ecuaciones
el ectrodinamicas

Einstein demostro la invariancia Lorentz de las ecuaciones de
Maxwell-Lorentz, primero para el caso libre de fuentes, después
para el caso con fuentes. Analizo también las ecuaciones de
movimiento de una particula el éctricamente cargada con cargaey
masa m, en un campo electromagnético externo. En un sistema (X,
t) en € que la particula esta i nstantaneamente en reposo, estas
ecuaciones son .

aplicando las transformaciones de L orentz, hallo que en un
sistema con velocidad v en ladireccion X :

2 1 2.0 2 0
ey ax =F. m;?'dy =5, m;?'d £

den T gy T o

ae’ " 51
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F'= e[E‘ﬂTK ﬁ';“r:)(slg)

2
= 1—1}—2
£ (5.20)

Por |o que obtuvo una nueva manera de expresion paralafuerza
de Lorentz. Ademas obtuvo una expresion paralaenergia cinética
T delaparticula para el caso en que las aceleraciones sean
pequeias, y por lo tanto no se pierde energia en forma de
radiacion. En ese caso,

T = [Fldx'=m J; Fvdv = me?(»—1) 5o

Cuando v= ¢, T se haceinfinita. Por tanto, sl una particula se
mueve con velocidad menor (mayor ) que ¢ en todos los sistemas
inerciales. (Lavelocidad relativa de los sistemas inerciales es
menor o igual que c por definicidn). Asi, ¢ es unavelocidad tope
en dos sentidos. De acuerdo con laecuacion ( 5.18) c, es el limite
superior ( inferior ) para una particula que se mueva con velocidad
subluminosa (superluminosa).

Varios fisicos han especulado sobre las fatidicas propiedades de
los "taguiones', nombre acufiado por Gerald Feinberg paralas

hi potéticas particulas con vel ocidades superluminosa. Los
taquiones pueden aparecer en nuestro amable mundo sub-c
solamente s se los produce en pares. Lafisica de los taquiones es
por lo tanto necesariamente un topico de lateoria cuantica de
campos. Lateoria cuantica de los taquiones libres ha sido
desarrollada hasta cierto punto (Ver G. Feinberg, Phys, Rev.,
n°159, 1089 (1967);n°D17, 1651(1978)) . La descripcion tedrica
de las interacciones que involucren taquiones es hasta ahora un
problema abierto.
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5.9.- Teoriadela
Relatividad y teoria
cuantica

Einstein también dedujo la Ley de transformacion de la energia E
deunhazdeluz:

B'= E[l — VoS p’,."c:l (5.22)
(donde @ esta definido como en la ecuacion (5.17) ). Esimportante
ver que con el movimiento del observador la energiay la
frecuencia de un complejo luminoso varian segun las mismas
leyes. Larelacion con lafrecuencia es interesante, puesto que si
consideramos la ecuacion dada por Einstein:

HE=hzr 523

Y larelacion parael momentum lineal de una particula sin masa:

Se puede obtener facilmente la formula propuesta por Louis de
Broglie:

E=c|ﬁ|=‘,}c|ﬁ|=ﬁu |p| —:,~|p| _:,,~. A==
Donde A eslalongitud de onda asociada ala particulay h esla
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—=4
constante de Planck, cuyo valor es 5,6262%107

5.10.- Sobre E=mcZ

En Septiembre de 1905, Einstein [legd ala conclusion de que la
masa es una medida de su contenido de Energia. Por tanto, la Ley
de conservacion de lamasa es una caso particular delalLey de
conservacion de la Energia. Afirmé ademas, que, en lo que
respecta alainercia, una masa m es equivalente a un contenido de

Energia mc2.Este resultado es de extraordinariaimportancia, ya
gue implicaque lamasainercial y la Energia de un sistemafisico
aparecen como cosas equivalentes. De hecho Fritz Hasenhorl
habia descubierto que la Energia de una cavidad aumenta si se la
llena con radiacion, de maneratal que lamasa del sistema parece
Incrementarse.

L a demostracion de Einstein paralarelacion E = mc2 es como
sigue. Sea un cuerpo con Energia E; en reposo en un sistema

inercial dado. El cuerpo emite ondas planas de luz con energia
L/2, en unadireccion que forma, en una direccion que formaun

angulo @ con €l gex, y una cantidad igual de Energiaen direccion
opuesta. Después de estas emisiones, €l cuerpo tiene Energia E¢

de modo que AE= E; - E; =L. Consideremos esta misma situacion,

vista desde un sistema inercial que se mueve con velocidad v en
direccion x. Segun laecuacion (5.23), AE'= E'; - E's=dL,
independientemente de @.Asi que

AE' - AE = L(g-1)(526)

( donde y se define como en (5.20))
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0 hasta segundo orden,

1{ L
AR - AR =_ [_2]1:2
2\e (5.27)

Ahorafijémonos en que la ecuacion (5.27) esidénticaen
estructura alaecuacion (5.21) paralavariacion de Energia
cinética de una particula, de modo que sl un cuerpo entrega
Energia L en forma de radiacién, su masa disminuye en L/c2.El
hecho de que la Energia que se retiradel cuerpo se transforme en
radiacion, evidentemente no hace ninguna diferencia.

La comprobacion experimental de estarelacion no sellevd acabo
hasta 1937, cuando lavelocidad de la luz ¢ fue calculada a partir
de reacciones nucleares en las que e conocia las masas de los
productosinicialesy finales, y laenergia liberada en la reaccion.
El valor de c fue correcto dentro de un cinco por mil.

El Modelo Relativista

Home
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6.-El modelo Relativista

Como es bien conocido existe una paradoja, Ilamada paradoja de |os gemel os,
gue nos muestra como € tiempo medido por un observador en reposo y €
medido por otro en movimiento con respecto a él es diferente. Nosotros vamos
atratar este caso de unaforma muy especial. Consideremos el experimento
controlado como sigue.

| maginemos que se ha conseguido construir una nave espacial capaz de alcanzar
unavelocidad muy cercanaaladelaluz. Desde Princeton, se prepara €
lanzamiento de esta colosal nave. Un astronauta llamado Marcel Grossmann, de
20 afos de edad, se dispone a participar en esta aventura muy particular. Un
grupo de cientificos de todo € mundo, se disponen a poner a pruebala
Relatividad mediante esta have, parala que han programado dos viges( uno con

aceleracion 9.8 m/s2 y otro con aceleracion > 107 ms™ )Paraello solicitan a
Marcel que calcule la aceleracion de su nave, que la acelere cuando selo
soliciten y que saque diversas conclusiones sobre la Energiay momentum
relativistas, y el tiempo propio, comparando estas predicciones relativistas con
las clasicas. El vigje de Marcel tiene su meta en una estacion espacial muy
lejana preparada para la ocasion. Desde alli, Marcel enviaralainformacion a
nuestro grupo de cientificos.

En primer lugar Marcel sincroniza su reloj con otro fijo en latierra, detal
manera gue pueda observarse € retraso de los relojes en movimiento. Unavez
en €l interior de lanave, Marcel recuerda que ha olvidado |as anotaciones sobre
las caracteristicas de lanave, sin las cuales no podra calcular las variaciones,
vistas por un observador en reposo, de sus dimensiones. Entonces, recibe una
sefial indicandole las siguientes caracteristicas: "Lalongitud de la nave es de
100 metros; su masa es de 10000 kilogramos". Por fin, Grossmann, puede

despegar.

Para despegar Grossmann, debe acelerar uniformemente y alcanzar asi una
velocidad de crucero. En sus célculos debe despreciar cualquier efecto debido a
la Relatividad General. Comienza aqui su problema. En primer lugar, los
cientificos le informan de que debe determinar e movimiento relativista
uniformemente acelerado para €l que la aceleracion delanave g en el sistema
de referencia propio ( en cadainstante ) es constante.

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/ElmodeloRelativista.html (1 of 12) [9/2/01 3:14:08 PM]



El modelo Relativista

Comienza agui nuestra exposicion general del modelo realizado con la
herramienta Modellus. Nuestro compariero Grossmann, nos guiara por los
enrevesados calculos.

El esquema, antes de comenzar con laresolucion del problema, es como sigue:

LaTierra seranuestro Sistema "fijo" ideal respecto del cual se observa el
movimiento.

Vamos aresolver e problema como un sencillo gjercicio para después mostrar
las pruebas numeéricas. En el sistema de referencia "fijo", respecto del cual se
observa el movimiento, la expresion de la acel eracion conduce ala ecuacion

.:iux_ . l_vj
d g o

donde uy es la velocidad medida por el observador en reposoy t €l tiempo
propio del astronauta, por tanto,

dig,
dt (6.1)

de donde,
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Donde v eslavelocidad propia de Marcel. Fijémonos en que la ecuacion (6.1)
desempefia un papel muy importante en la herramienta Modellus, ya que a
partir de ella, fijada una aceleracion g como condicion inicial, se obtiene la
velocidad propiade Marcel. Con ella calculada es posible emplear [a magnitud

L =g+l
1—‘”:g

) .. )
,oblens lntegramos

en las restantes formulas del Modelo.

Si ahorahacemosv = 0 parat = 0, se encuentrague C = 0, de forma que

vg,'fcg g%

2

gfc _ ' :;!rc(:; :I

C

vz[ o)z

=]
=
_ (g2 2)

1+[a_-f]

1+ [g_‘if]2
© ! (6.3

0y
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Unavez calculadalavelocidad, Marcel la emplea para calcular la contraccion
de lanave. Como estaen € primero de sus vigjes, la nave lleva una aceleracion
no muy alta. Marcel calcula que su aceleracion debe tener un valor de 9,80

m/s2.Por tanto |a contraccion de la nave debe ser casi inapreciable como se
refleja en su tabla Modellus ( la precision debe ser del orden de +/-10 -19m para
gue el efecto pueda ser apreciado):

'
“

100.0000000000
1000000000000
99.9999999999
99.9999999999
99.9999999999
99.9333939399
99.9999999999
99.9999999999
99.9999999999
99.9333939399
99.9999999999

100.0000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000

Longitud L yI' observada

Para obtener estos valores ha considerado lalongitud propiacomo |I' y L como
lalongitud observada por un sistema en reposo. Después ha seguido los
calculos seguin la contraccion de FitzGerald-Lorentz.

No contento con esto, Marcel decide ver sl lamasa de la nave o su tiempo
propio varian para un observador en reposo. Para ello, sabedor de que una
grafica le ofreceria pocainformacion precisa, decide construir de nuevo una
tabla comparativa
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2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
200.0000000001

2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
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Masa Relativista y masa propia

Y @ resultado essimilar,( yaque "masa” eslavariabley "m" lamasa propia
).Son necesarias acel eraciones grandes para obtener algun resultado mas
satisfactorio, tanto en la contraccién como en lamasa. Paraello, Marcel acelera

qpT
su nave dando ag un valor de *£'10 7
importante en sus tablasy graficas:

4.80E2

AhoraMarcel descubre un efecto muy

200 0000000000
2104005738600
2359011833139
280.02835698710
329 0322254561
3583 .0253645926
440 07271 2632
4593 1530604712
2596252714491
B21.03292:52201

2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
2000000000000
200.0000000000

r=4.97x
4. 4A0E2
4.00E2
2 BOEZR
F i LYy

3 Z0EZ reloafivista
2 BOER
2 40Ez2
2 OOEZ

FrpfrLysy
1.60E2 .

propic

1.20E2

Masa Relativista y masa propia

L o que concuerda con lo predicho por la Mecanica relativista.

La masa varia ahora considerablemente, pero también lalongitud L que
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El modelo Relativista

observaria un cientifico en reposo para el que la nave se mueve con una

velocidad de 255305936 m/s, es decir, de 0.85c aproximadamente, mientras en
el anterior caso se tenia unavelocidad de 48,706 m/s.Las graficasy tablas de la
Longitud son las siguientes:

Lyl

11Ez E

1000 F

1000000000000
95 0503520936
5369925817479
13970652736
6074553531850
5218391043072
45 4220520976
400445971654
Fa. 716631 2247
3218153495564

29 2529104627

.
—

1000000000000
1000000000000
100 0000000000
100 0000000000
1000000000000
1000000000000
100 0000000000
100 0000000000
1000000000000
1000000000000

Parv t = 105 la contraccion
es ya e hecho notable

Lorngitzd prapice

= I

Lorngitzed
abservorclo

»

Gréficamente seria, para nuestra nave:

S.0EY E.0ET 3.0EV 1.2ES 1.5E% 1.8ES Z1ES 2.4E8 Z.FYES S.0ES 3.3ES
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Trataremos ahora el problema el espacio recorrido en un intervalo de tiempo.

Como v=dx/dt, integramos de nuevo y hacemos x = 0 parat = 0, encontrando
que

e
© (6.2)

Para gt<< c, estas formulas se convierten en las expresiones clasicas v=,
x=gt2/2.Para £ ¢ = “lavelocidad tiende a valor constante c.

Pero ahora nos preguntamos por el tiempo propio de nuestro astronauta Marcel.
Como sabemos

i 1

i - 7
()
“1 (6.3

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/ElmodeloRelativista.html (7 of 12) [9/2/01 3:14:08 PM]



El modelo Relativista

Por tanto haciendo laintegral, y sabiendo queent= 0,t =0:

2
5= Lc‘ff J;'ﬂfl— I:I'.if _—g E"Irc:l dﬁ=£ ! dﬁ=£arcsen§s[g—£]
gt ¢

PR Y 2
o I O
¢ ¢ (6.4)

Cuando ¢ =, ¢l tiempo propio aumenta mucho mas lentamente quet,
precisamente de acuerdo con laley

SEWED)
g ¢ }(65)

Planteémonos de nuevo, unatabla comparativa para expresar €l tiempo propio
de Marcel, y €l tiempo del observador en reposo. Marcel aplicara ahoralas
formulas (6.3) en el Modellus para poder hallar laintegral, y por tanto € valor
de (6.4), ecuaciones necesarias S se quiere obtener unarepresentacion graficay
unatabla de valores, que reflgjen la dilatacion del tiempo propio esperada. S €

vaor deg es 9.8 m/s?, ladilatacion resulta despreciable, y t = t.Por tanto

tomaremos el caso en el que 810" 75™ En este caso las tablasy gréficas parat
y t son las siguientes
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T

0.0000000000
1.000000a0a0
2.000000a0a0
3.0000000000
4 0000a0a0a0
S.000000a0a0
£.000000000a0
7 .0000a0aaan
g.0000000000
9.000000a0a0
10.0000000000

0.0000000000
09663631 715
17713458505
2372TTE2027
28079642446
3.12533TEE247
33628697490
35448690705
JEETI4TT254
380291 79335
3.39707 43341

Para esta aceleracion lua
dilatacion del tiempo es

zvidente transcurridos 10s
en el refaf del observador

En reposae

1z2.00

11.00

10.00

3.00

.f.}? feest &.00
7.00

E.00

5.00

«.00

.00

2.00

.00

Hempa medicdo
por ef abserverddor
EFE FEPasa ¢

1 1 1 1 1 1
2.00 2.00 4.00

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S5.00 E.00  F.00 200  9.00 4000 4100 4Z.00

Grossmann, observara a su regreso gue es mas joven que sus amigos de la
Tierra. De hecho aesa aceleracion el tiempo casi se ha congelado durante €l
tiempo que vigjaba en la nave.

Marcel se pregunta ahora cud seraladiferenciaentre la Energia cinética
Relativistay la Energia cinética clasica. Como veiamos en Mecanica
Relativista, la primera se reducia ala segunda en el caso en €l que < — =. Pero
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existian grandes diferencias. Una de ellas es que la Energia de la particula, en
nuestro caso la nave, no comienza con una Energianulasi v= 0, sino con una

Energia en reposo E=mc2.Por otra parte cuando ¥ — < |la Energiay €
momentum relativistas se hacian infinitas.

Por estarazon Marcel se alegré cuando vio los siguientes resultados parala
Energia cinética Relativistay laclasica:

M

0.000000
9. 3602858E17
3.500712E18
7.201146E18
1.161423E19
1.646713E19
2.159539E19
2691261E19
323531858619
3.78TI65E19

—_
Ecclas

0.000000
8 .67ES06E1T
2 591 260E13
4 4061 10E18
2. BT07I7E1S
533961 0E13
T1332TE18
7 SAE335E18
7.841030E13
30567 37E13

4 3471 3E18 g.215455E18
Las diferencicas entre la
Enegic cinetica Relativista
{ Ec) v kx Cliasica § Eclas )se
hacen evidenies con esie
vitlor de g

3.00E19

4.30E19

EcR y Eel
[00E1S |

3.50E19

Enecrgia cinfietice
Relativista

3.00E19

2.50E19

2.00E19

1.50E19

Energic
cinetico

1.00E19 f .
Clisice

A.00E13

L L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3.00EY G.00E7 9.00E¥ 1.20ES 4.50ES 1.80EE 200ES 240ES 2.Y0E2  3.00ES

¥
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Y paralos momentum Relativistay clasico setiene

0.00000 0.00000
1.96000E10 1.86299E10
39200010 .28 01E1D
58800010 4 1981 5E10
¥ .84000E10 4 JEZES9E10
9.80000E10 S.11455E10
1. 17E00ET1 5. 34164E10
1.37200E11 54944 2E10
1.56800E11 S.B00357E1D
1.76400E11 S.6YESSE10
1 B5000E 1 573357610

El momeniim Gnecl
Relativista {p) crece midis
repidamente gue ef
mometum linedl clisico
{pclis)
2.40E11
2.20E11
2.00E11
B 1.80E11
¥
Pclas 4 p0en
1.40E11
1.20E11
1.00E11
2.00E10
E.OOE1D
4.00E10
2.00E10

2.00EY E.00ET 9.00EY 1.20ES8 1.50E2 1.80E2 2.10E8 2. 40ES 2.7OES 3.00ES 3.30ES 3.60E

¥

Y severificague s velocidad v se acerca a ¢ las magnitudes como la Energia o
el momentum se hacen infinitas, mientras que el tiempo propio se congelaen un
valor limite.
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Como resultado de estos viagjes Grossmann dejo un programa, con el que se
puede interactuar, y €l usuario se convierte en el acelerador de lanave. Al mimo
tiempo puede observar |os efectos relativistas de la dilatacion del tiempo en los
relojes, la contraccion de FitzGerald-Lorentz en unareglay las comparaciones
entre la Energia cinética Relativistay la clésica de un modo muy intuitivo. Por
otra parte, se ofrece la posibilidad de observar la graficas y tablas comparativas
de las magnitudes tal y como se ha descrito hasta ahora, pero con mayor
libertad para el usuario. Para cualquier duda o referencia sobre Relatividad
Especia puede consultarse el Indicey laBibliografia, que incluye los Links.

El lector podria preguntarse hasta que punto se asemeja esta aceleracion
uniforme ala gravedad. Ciertamente puede existir algunarelacion.

El fichero puede encontrarse agui y es necesario el Modellus para poder

visualizarlo. Para una mayor comprension del Model o puede observarse el
esguema.

LaTeoriade laRelatividad General

Home

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/ElmodeloRelativista.html (12 of 12) [9/2/01 3:14:08 PM]


http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/relat.zip

Relatividad General

7.-Relatividad General

Lateoriade la Relatividad especia debe su creacion alas ecuaciones de Maxwell del campo
electromagnético. Y alainversa: estas Ultimas no son captadas formalmente de modo
satisfactorio sino através de lateoria de la Relatividad especial.

Pero la Teoriade la Relatividad especial no es mas que un paso hacia una evolucion necesaria.
Esto es, necesitamos observar que ocurre en el marco de la gravitacion, cuando aplicamos la
Relatividad especial. Esta pregunta se la hacia Einstein antes de publicar un articulo sobre
Relatividad especial en el Jahrbuch der Radioaktivitat und Elektronik ( Anuario de
Radioactividad y Electrénica). Es por tanto necesaria una modificacion de las Ley newtoniana de
la gravitacién de manera que sus leyes armonizaran con la Teoria de la Relatividad Especial.

Para enfrentarnos a esta tarea debemos saber dos consideraciones muy importantes:

1.- Por consideraciones generales de la Teoria de la Relatividad especial esta claro que lamasa
inercia de un sistemafisico crece con laenergiatotal.

2.- Por experimentos como |os de E6tvos sabemos que la masa pesante de un cuerpo es
exactamente igual asu masainercial.

Por (1) y (2) se sigue que el peso de un sistema depende, de manera exactamente conocida, de su
energiatotal. Con los resultados enunciados no cabe la posibilidad de que |la Teoria especial se
amplie auna Teoria de la gravitacion. Es aqui donde Einstein introduce su Experimento mental,
desarrolla el principio de equivalenciay fusiona la Teoria de la Relatividad Especial con la
General.

Trataremos ahora de hacer un desarrollo de lamisma

El Modelo Relativista El Principio de Equivaencia

Home
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/.1.-El nuevo principio:
El principio de Equivalencia

Pensemos en el siguiente razonamiento:" Si una persona esta en caidalibre, no siente su propio
peso”.

El campo gravitatorio tiene solo una existenciarelativa, de manera similar a campo eléctrico
generado por lainduccién el ectromagnética. Porque para un observador que cae, en caidalibre,
desde el techo de una casa, no existe- por 10 menos en su entorno inmediato - campo gravitatorio. En
verdad si €l observador suelta algunos cuerpos, éstos permanecen con respecto a él, en estado de
reposo o de movimiento uniforme, independientemente de su particular naturalezafisicay quimica (
laresistenciadel aire, naturalmente se ignora en esta consideracion ). El observador tiene por 1o
tanto derecho ainterpretar su estado como en reposo.

A causade estaidea, laley experimental, notablemente peculiar , de que en un campo gravitatorio
todos los cuerpos caigan con la misma acel eracion, adquiere de inmediato un profundo significado
fisico. En efecto, si existiera un solo objeto que cayese en un campo gravitatorio de manera distinta
gue todos los demés, con su ayuda el observador podria comprobar que se encuentra en un campo
gravitatorio. Tiene en cambio derecho a considerar su estado como reposo, y su entorno como libre
de campo, en cuanto a gravitacion serefiere.

L aindependencia experimentalmente conocida, de la aceleracion de caida, con respecto ala materia,
es por lo tanto un poderoso argumento para el hecho de que € postulado de la Relatividad tenga que
ser extendido a sistemas de coordenadas que estén en movimiento uniforme uno con respecto al
otro.

Formal mente podemos decir que en un sistema de referenciainercial, el movimiento libre de todos
los cuerpos es uniformey rectilineo y si, por gemplo, en e instante inicial sus velocidades eran
todas las mismas, seguiran siendo las mismas en cualquier instante. Es claro, pues que si
consideramos este movimiento desde un sistemano inercia dado, también respecto de este sistema
todos los cuerpos se moveran de la misma manera.

Enunciamos asi € principio de equivalencia:

Las propiedades del movimiento de un sistema no inercial son las mismas que en un sistema
inercial cuando existe un campo io. Es decir, un sistema de referencia no inercial equivale a un
cierto campo gravitatorio.

Por tanto podemos decir que no existe experimento alguno que pueda realizarse en una pequefia
region del espacio ( como debe ser para que el campo se pueda considerar uniforme en ella) que
permita distinguir entre un campo gravitacional y una aceleracion uniforme equivalente.

Sin embargo, los campos a que equivalen los sistemas de referencia no inerciales no son por

completo idénticos alos campos gravitatorios real es que encontramos también en |os sistemas de
referenciainerciales. En efecto, existe unadiferencia esencial en cuanto a su comportamiento en €l
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infinito. A distanciainfinita de los cuerpos que producen el campo, un campo gravitatorio real
tiende slempre a cero. Por € contrario |os campos a gue equivalen los sistemas de referencia no
inerciales aumentan sin limite en el infinito, o, en cualquier caso conservan en é un valor no nulo..
Asi, por giemplo, lafuerza centrifuga que aparece en un sistema de referencia en rotacion aumenta
sin limites cuando nos apartamos del g e de rotacion; e campo a que equivale un sistemade
referencia en movimiento uniforme acelerado es el mismo en todo el espacio, incluido €l infinito.

L os campos a los que equivalen los sistemas de referencia no inerciales se anulan al pasaraaun
sistemainercial. En cambio los campos gravitatorios reales ( 10s que existen también en un sistema
de referenciainercial ) no se pueden eliminar sea cual sealaeleccion del sistema de referencia. Esto
es evidente ya por lo dicho antes acerca de la diferencia entre las condiciones en €l infinito paralos
campos gravitatorios reales y |0s campos gravitatorios a los que equivalen |os sistemas no inerciales;
dado que estos Ultimos campos no tienden a cero en € infinito, es claro que, cualquiera que sea €l
sistema de referencia elegido, esimposible anular un campo real, puesto que este se anula en el
infinito.

Como en la Relatividad Especial, este principio trae consigo nuevas Consecuencias.

Relatividad Especial Consecuencias del nuevo principio

Home
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7.2.-Consecuencias del Nuevo
Principio
Al igual que laconstanciade lavelocidad de laluz llevé a predicciones sobre la dilatacion del

tiempo y la contraccion de lalongitud, el principio de equivalencialleva a agunas predicciones que
alteran el modo de ver el espacioy el tiempo.

Considérese que se dispara un haz de luz alo ancho de la nave de una fuente luminosa que se
considera en reposo en unaregion del espacio con gravedad despreciable. Si la nave estuvieraen
reposo con respecto alafuente, el haz la atravesaria directamente; si la nave se movieraavelocidad
constante, perpendicular a haz de acuerdo con un observador en reposo junto con lafuente, un
observador dentro de la nave veria que el haz sigue unatrayectoria en linearecta pero oblicua ( a
un angulo v/c , con respecto ala horizontal cuando v es pequefia). En un cohete acelerado, v variay
también el angulo v/c se modifica; entonces el haz sigue una trayectoria curvilinea ( parabdlica) de
acuerdo con el observador dentro de la nave.

~ -
Y L}
" \
Cuando la nave se encentra en reposo ef haz Lavelocidad constante de Ia nave hace Chando la nave se acelera la luz
g mce horzonbalme gue el haz de luz e desvie de la sgue una ayectoria parabolica

horizonal

Si el principio de equivalencia es correcto, el comportamiento del haz de luz en el cohete acelerado
debe de ser el mismo que en el campo gravitacional de latierra. Por |o tanto, el haz de luz debe de
seguir unatrayectoria curvilinea en el campo gravitacional de latierra.

Un haz de luz debe de recorrer el camino mas corto y directo entre dos puntos, de ahi que seatan
especial su influencia en los conceptos de espacio y tiempo. Esto debe ser asi por €l primer
postulado de larelatividad, ya que ningln cuerpo puede viajar més rapidamente que laluz. Por lo
tanto si el haz de luz sigue una trayectoria curva como la distancia minima entre dos puntos,
entonces el espacio minimo debe ser curvo, y debera de ser el campo gravitacional 1o que provoca
la curvatura

La distancia més corta entre dos puntos en una geometria curvilinea cual quiera se conoce como una
geodésica. En la geometria planalas geodésicas son lineas rectas, mientras que en la esférica son
arcos de circulos.

Ladiferenciaentre lateoria gravitacional de Newton y lateoriade la Relatividad General, basada
en un espacio tiempo curvo, seilustra como sigue.

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/CoNuePri.html (1 of 4) [9/2/01 3:14:17 PM]



Consecuencias del Nuevo Principio

Unamasa M se encuentra restringida a moverse sobre el gje X ( como una bolita deslizandose sin
friccion por un alambre ). Supongamos que la masa se mueve con velocidad constante de un punto

El espacio-tiempo de la bolita se puede representar por €l plano de dos dimensiones xt, y ya que
nada interesante ocurre en |las otras direcciones no se representaran. En el espacio-tiempo, la
trayectoriade M es unalinearecta

Fa

Trayectoriade labolita en el espacio-tiempo
La masa comienza su movimiento en X=Xay se mueve hacia el origen.

De acuerdo con el lenguaje de lafisica clasicala masa se mueve segun la expresion X=Xa-vt. En e
lenguaje del espacio-tiempo, se define el intervalo

(d9)2 = v(dt) 2 - (dx)2

De acuerdo con la Teoria, la particula sdlo se puede mover por aguellos puntos del espacio-tiempo
gue estan conectados por intervalos de longitud cero; €l lugar geométrico de todos esos puntos
define la geodésica de la particula.

Coloquemos ahora unamasa M grande en €l origen; M se atrae am con lafuerza gravitaciona
newtoniana normal. A medida que la particula se mueve de aab, se acelera; asi, el caminoen e
espacio-tiempo es, ahora, curvo.
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£

Trayectoria de la bolita en el espacio-tiempo

De acuerdo con lafisicaclasica, el movimiento de la particula puede ser descrito por :

2

53
x[¢) = [xm —g EGM:]

Expresion gque se deduce al resolver la ecuacion de la segundaley de Newton F = md2x/dt?,
sustituyendo lafuerza F = GmM/x2. Seguin lateoria basada en la geometria curvilineala presencia
delamasaM curvael espacio xt de tal forma que se verialafigura (15.12). Entonces la particul a,
simplemente sigue &l camino mas corto entre ay b al moverse en su espacio-tiempo curvo. Ahora
el intervalo es

(d@s)* = 22 () - (an)?

X

Por tanto la trayectoria geodési ca conecta aguellos puntos con interval o relativo nulo. La intensidad
de lafuerza gravitacional ya no tiene sentido desde este punto de vista; o importante esla
curvatura del espacio-tiempo determinada por la presencia de lamasa M.

Se observa asi la gran diferencia entre la gravitacion newtonianay lateoria de la relatividad
genera: mientras la teoria de Newton concede a la fuerza unaintensidad infinitay por tanto de
alcance instantanea la teoria de larelatividad general reinterpreta el concepto de atracciony lo
simplifica en un problema geométrico del espacio-tiempo.

El problema aresolver es el movimiento en un campo gravitacional. En el marco de larelatividad
general este consiste en determinar |os coeficientes ( dt )2( dx )2( dy )2( dz)2 en el intervalo ( ds).
Estos coeficientes, tomados como grupo, forman la métrica del espacio-tiempo; la métrica esta
determinada en parte por |a masas gravitantes que se encuentren presentes, y a su vez, esta
determina el movimiento de las masasy los haces de luz.

L a elevada matemética necesaria para resol ver |os problemas gravitatorios nos obligan a adoptar
aqui una actitud menos formal y més generalizada. Encontremos ahora la expresion de las
ecuaciones que determinan la métrica del espacio-tiempo.

L as ecuaciones de Einstein de la Relatividad General son ecuaciones tensoriaes las cuales,
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requieren un elevado nivel matemético. Aun asi se ofrece la ecuacion del campo gravitatorio:

Rf—%dff%= yis

1
i

Donde los elementos Ry T son tensores, y K es una constante.

Bésicamente podemos decir que esta ecuacion basica se puede escribir simbdlicamente como:

B o

4
c

{ Curvatura del espacia ) =

= { Depsidad de Erergia-Masa )

Esfécil ver que esta ecuacion llevala gravitacion ( constante G ) y la Relatividad especial
(constante c ). En €l limite de lacinematicaclasica( © — ™), y en el caso de materia 0 energia
nulas, e miembro derecho se anulay €l espacio es plano.

Como lateoriade larelatividad especial, la general también tiene unas aplicaciones que
detallaremos a continuacion.

El Principio de Equivalencia Aplicaciones de |la Relatividad General

Home
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8.-Aplicacionesdela
Relatividad General

8.1.-Solucion de
Schwarzschild

En este primer caso, las soluciones a la ecuacion de Einstein se
derivan en laregion cercanaauna masaindividual M que no efectia
ningun movimiento de rotacion. La métrica del espacio-tiempo curvo
cuadridimensional en lavecindad de dicha masa, fue calculada por
primeravez por Karl Schwarzschild en 1916; para este caso €l

intervalo en coordenadas esféricas es :

2
(ds)? =cﬂ[1—ﬂ (e} - (ﬂfgéM (P —r? sen? Ad )
ooF
1_
[ lf-'j.?" (1)

Esta ecuacion incluye un problema aparentemente desconcertante: un
DM

1 —
término [ c'r , en el que &l denominador causa que la separacion
explote en € radio de Schwarzschild.

2GM
ro=

@
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donder 4 esla distancia medida desde el centro de M. Esta

circunstancia podria llevar ala conclusion de que esimposible que
exista un cuerpo ( de masa dada) con un radio menor que el radio
gue € radio gravitatorio. En realidad, sin embargo, tales conclusiones
serian de hecho incorrectas. Esta situacion se debe parcialmente a un
problema de | as coordenadas que utilizamos en la ecuacion
(1).Ninguna de |as coordenadas tiende a infinito cuando r = rg. Un
objeto que caiga hacia una masa en gravitacion no sentiria ningin
efecto al tiempo que pasarapor r = rq. Sin embargo, la situacion es
muy diferente paralos observadores externos; a un observador
externo , en reposo , lejos de M, le pareceria que los relojes que estan
en el objeto que cae marchan mas despacio a medida que €l objeto
cae haciar = rg y cuando €l objeto llegarglosrelojesy, el objeto
MisSmo, parece gque se detienen y se congela para siempre en el tiempo
en ese mismo punto. Al mismo tiempo laluz que emite el objeto en
caida se corre mas hacia €l rojo, tornandose infinito cuando €l objeto
llegaar,. Entonces de acuerdo con el observador distante el objeto

desaparece. El objeto mismo no nota ningun efecto a medida que cae,
con una excepcion, a cualquier tiempo antes de llegar a por r, €

objeto en caida puede escapar de la atraccion gravitacional de M, por
gjemplo encendiendo |os motores de sus cohetes.. Una vez pasado el
por r, yano es posible escapar. En un leguaje conocido la velocidad

seriamayor que ¢, y nadani siquieralaluz podria escapar. Eslo que
conocemos como Agujero negro.

8.2.-Cosmologia

Esta segunda aplicacion fue introducida por Einstein, motivado éste
por su conocimiento sobre los principios de Ernst Mach ( 1838-1916

),y trata asi de responder ala pregunta: ¢, Sera el espacio- tiempo del
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universo en su totalidad ( no solo en la vecindad de objetos masivos)
curvo o plano ?. En este caso |0 que buscamos es el tamaiio o €l radio
R del universo, y como cambia con €l tiempo. Seria conveniente
determinar R(t) para proyectar esa expansion hacia el pasado
indefinido y hacia el futuro infinito y estudiar el origen y destino del
universo.

Haciendo ciertas suposiciones, las soluciones alas ecuaciones de
Einstein para este caso se pueden escribir:

[ ] ST G R — ke
3

Donde R(t) representa el tamario o factor de escala de distancia del
universo deen el tiempoty r representaladensidad de masa -
energia del universo en ese mismo tiempo. La densidad se debe
Interpretar como una densidad promedio a gran escala, medida sobre
unaregion grande del espacio comparada con el espaciamiento entre
las galaxias.

La constante k que aparece en la ecuacion especificala estructura
geométrica genera del universo: k=0 s €l universo esplano ,k=+1s
el universo es curvoy cerrado ,k=-1 s el universo es curvoy abierto.

Ld 2 Y

k=+1; k=0 ; k=-1
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En estos casos R(t), debe considerarse como un factor de escala que
representa la expansion del espacio; la magnitud absoluta de R en este
caso no es significativay solo interesa su variacion en el tiempo, ya
gue la distancia entre las galaxias variara segun varie R.

Podemos ahora introducir una segunda ecuacion, designando por r y
p(t) ladensidad y la presion universales:

2
-2
off 4 c @

gue junto con

P=p(r) (5

determinan completamente la evolucion temporal del universo.

A partir de estas ecuaciones es posible determinar, ademas, aspectos
como €l corrimiento al rojo cosmol 0gico. Nosotros nos centraremos

en simplificar las anteriores ecuacionesy, a partir de ahi construir un
sencillo modelo.

Consideremos €l factor de escala normalizado a(t)=R(t)/R; donde Ry,

reflgja el factor de escala en un instante actual.( Se supone conocida
larelacion entre el factor de escalay la constante de Hubble, Hy= R

/Ry).De acuerdo con | as anteriores ecuaciones la evolucion temporal
del universo vendra descrita por:
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512/

= (45624, 3o+ 3p/c* a
(6)

drt

Simplificando las ecuaciones para el estado actual de presiony
materia, tenemos

[ ] (22wt

.:f; = - [4454,/3)/a"(8)

Entonces segun (8), la aceleracion sera siempre negativa ; su valor
absoluto decrece a aumentar "a" y tiende a cero cuando el factor de
escala tiende ainfinito.

De acuerdo con (7), para que lavelocidad da/dt, esté definida, la
o

diferenciaentre [ ]/ y la constante ke Ry debe ser positiva. El
factor de escala podra evolucionar segun (7) y (8) , detresformas
distintas, dependiendo del signo de la constante de curvatura k:

1.-( Curvatura positiva, k = +1)

Lavelocidad disminuye al aumentar da/dt, se hace nula en
. B3R 4,
" %'y seguidamente negativa, empezando una fase de

contraccion gue lleva de nuevo, alasingularidad a = 0, del instante
inicial.

)
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2.- ( Curvaturanula, k = 0)

Lavelocidad da/dt disminuye al aumentar "a" tendiendo a cero
cuando "a" tiende ainfinito; la expansion es pues indefinida,
debilitAndose progresivamente y tendiendo a anularse para un tiempo
infinito.

3.- ( Curvaturanegativa, k = -1)

Lavelocidad da/dt disminuye al aumentar "a", tendiendo al valor
finito c/R g cuando "a" tiende ainfinito; la expansion esindefinida,
debilitAndose progresivamente hasta alcanzar la velocidad de crucero
c/R o, que se mantiene indefinidamente.

Laevolucion temporal de "a(t)" es por tanto como sigue
graficamente;

k.00 :—
B.00 ;—
.00 ;
2.00 ;
2.00 ;

1.00 F

1000 2000 2000 A0.00 5000 000 FO.00 3000 3000 100001 A0E2
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El modelo para esta representaci on ha partido de las anteriores
ecuaciones, y de algunas simplificaciones que se sobreentiende
pueden realizarse con un conocimiento de la Teoria de la Relatividad
General. El modelo puede ser modificado y agui se ofrece solo como
un sencillo gemplo. Para ser visualizado requiere de la herramienta
Modellus.

Aspectos mas detallados sobre Cosmologiay relatividad general
podemos encontrarlos en el siguiente temario: Physics.

Conclusiones

Relativistas

Home

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/ApRelatGel.html (7 of 7) [9/2/01 3:14:24 PM]


http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/especial/gene.zip
http://phyun5.ucr.edu/~wudka/Physics7/Notes_www/node84.html

Conclusiones

Conclusiones
Relativistas

La Relatividad es un mundo desde el que cualquier punto de vista
parece coherente. Es decir, en su corazon fisico encierraun
profundo significado filosofico que pretende conceder al hombre
lalibertad de expresar su circunstancia con plena libertad, con
privilegio igual atodos los demés individuos. Einstein sabia que s
su Relatividad especial sentaba la Leyes de la Naturaleza en una
Nueva Mecanicay con unos principios sencillos, esta debia
expandirsey "de lainclusion sacar una generalizacion” que
transformara de maneraradical el modo de ver, sentir y
comprender el mundo que nos rodea. Si, tal vez aguel afo, 1915,
Supuso una ruptura con aguella mecanica a la que llamamos
clasica, una ruptura que alin hoy alcanza alas mas pequefias
mentes, como las del autor de este trabajo. Pero es cierto que la
sencillez de los postulados encierra en su interior una Naturaleza
especial que desvela aspectos inusitados y grandiosos de la
Naturaleza. La sencillez con que setrazan lasideas en la
Relatividad Especial, no es mas que el preludio de laideamas
genial gque se haya podido generalizar, €l principio de
equivalencia. Un principio que aparecio en la mente de Einstein,
mientras estaba en la oficina de patentes en Berna, y que llegé a
nuestras mentes casi como un principio intrinseco ala propia
Naturaleza nuestra.;Qué belleza encierran la Relatividad Especial
y laGeneral?. Tal vez sera su sencillez al ser comprendidas, por
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Conclusiones

ser aspectos que se funden con el pensamiento del fisico. Aspectos
gue arraigan en una estructura gue a nuestros 0j0s parecen leyes
superiores. Tal vez sea su matemética, bella hermosa,

transparente, hilada con interpretaciones fisicas que parecen
deleitar la mente del fisico clasico.

Quizas este trabgjo no relina mas que un breve y rapido vistazo a
|a Relatividad en todos sus aspectos, pero era necesario para€l
autor comprender la estructura de esta hermosateoria. Volver ala
consideracion del continuo, del campo, del clasicismo que reviste
lateoria de Albert Einstein.

Inicio
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INTRODUCCION

El objetivo de esta pagina es mostrar una sucintaintroduccion alateoriade la
Relatividad General, y més concretamente a los efectos que de ella se derivan en €
movimiento de Mercurio.

Para ello, se realiza una'simulacién de la precesion del perihelio de Mercurio
en Modelus, por lo que se recomienda lainstalacion del Programa.

Por otra parte, se supone a lector familiarizado con lateoriade la Relatividad
Especial y con conceptos basicos como ‘suceso’, ‘intervalo’, ‘tiempo propio’ ... Sin
embargo, se ha preferido soslayar el formalismo matematico y centrarse en la
Interpretacion fisica
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1. BASESDE LA RELATIVIDAD GENERAL

En 1905 Albert Einstein propuso una serie de ideas nuevas referentesala

naturaleza del espacio, el tiempo y la materia, conjunto de ideas que se conoce
como teoriade larelatividad especial y que dice |0 gue sucede cuando se vigja
muy cerca de lavelocidad de laluz. Durante los ultimos afios del siglo XIX, se
hizo aparente que habia serias dificultades con 10s conceptos tradicional es del
espacio y del tiempo. En particular, atraves del trabago de James Maxwell se
tuvo un mejor conocimiento de la naturalezay de las propiedades de laluz y
como resultado, 10s conceptos de espacio y tiempo se hicieron claramente
inadecuados y por tanto necesitaban unarevision. Einstein llevo a cabo esta
revision suponiendo que lavelocidad dela luz era una constante absolutay
ademas encontrd especialmente ventajoso incluir € tiempo como una cuarta
dimension, junto con las tres dimensi ones tradicionales espaciales. Todas las
predicciones usuales de larelatividad especial se derivaban entonces como una
consecuencia de la constancia de la velocidad de laluz y de un continuo espacio-
tiempo cuadridimensional.

Se puede sin embargo aspirar amucho més de lo que se presentaen la
teoria de larelatividad especial. Se observa, por gemplo, que la gravitacion es
una de las fuerzas mas importantes de la naturaleza; debido ala gravitacion los
planetas permanecen en oOrbita alrededor del sol; la gravedad controla €l
movimiento del sol y de las estréellas en nuestra galaxia; la gravitacion dominala
interaccion entre las galaxias'y quizas la evolucion del universo como un todo;
si se pudieraincluir la gravitacion en el concepto cuadridimensional de espacio-
tiempo se podrian de seguro aclarar enormemente las ideas.

El astronomo esta intensamente motivado para concebir € universo en términos
de un espacio-tiempo cuadridimensional, pues realmente, cuando se miraad
espacio se estamirando hacia atras en el tiempo; s se observa unaestrella que
esta retirada veinte anos luz, entonces laluz que golpea el ojo dgjo laestrella
hace veinte afos. En otras palabras, |a estrellase observa como era hace veinte
anos. Es obvio, entonces que cada vez que Se piense en objetos astrondmicos se
encuentre gque las ideas acercadel espacio y del tiempo estan intimamente
relacionadas. Teniendo en cuenta, especialmente el hecho de que la gravitacion
es lainteraccion dominante entre |os objetos astronomicos, se observa que hay
una motivacion muy real para expandir o generaizar lateoriade larelatividad
especial paraincluirla gravedad.
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Pero ¢como lograr esta generalizacion? quizas €l mas provechoso enfoque
implica suponer que la naturaleza del espacio-tiempo se altera con la presencia
del campo gravitacional; en otras palabras, en condiciones libres de gravedad las
particulasy los haces de luz vigjan en lineas rectas, mientras que en un campo
gravitacional las particulasy los rayos de luz aln tratar de vigjar de la manera
mas eficiente, pero dado que el espacio-tiempo se altera, la trayectoriaresultante
yano esunalinearecta. El problema es ahora describir en qué forma se altera e
espacio-tiempo y qué tanto.

En lateoriade larelatividad especial, la cua no incluye lagravitacion, €
espacio-tiempo es “plano”, pero quizas en presencia del campo de gravitacion €l
espacio-tiempo se vuelva “curvo”: un campo de gravitacion débil causara un
ligero alabeo del espacio-tiempo y las trayectorias de las particulas y de los
rayos de luz 'se desviaran ligeramente de las lineas rectas clésicas, mientras que
un campo gravitacional intenso haria que el espacio-tiempo sea al abeado
fuertemente, dando por resultado mayores cambios en las trayectorias que
siguen las particulas y los rayos de luz.

Para apreciar el significado de este tipo de tratamiento’'a la gravedad, se
debe tener una idea muy clara acerca de lo que se entiende por espacio “plano”
0 “curvo”. Paraunamejor ilustracion, laexplicacion se restringe alas
superficies bidimensionales y después si 1as ideas se han fijado en la forma mas
conveniente y 10gica, se podran expandir 1os conceptos a los espacios
tridimensionales, cuadridimensionales o aun infinitodimensionales.

Se tiene un concepto intuitivo muy claro de si una superficie bidimensional
es“curva’ o “plana’; el piso es plano, asi como lo esla superficie de la mesa,
pero la'superficie de una pelota es curva. Para poder formular estas
observaciones intuitivas de una manera Util, se definiraalgo llamado vector: un
vector es cualquier cosa gue tiene tanto tamafio como direccion, como por
gjemplo la velocidad; en una autopista se puede vigjar con una velocidad de 60
millas por hora hacia el este. Este vector se puede simbolizar por medio de una
flecha, cuya longitud describe su magnitud o tamaiio y cuya direccion da su
orientacion. Por gjemplo, se puede visualizar un mapa meteorol 0gico cubierto
de pequeiias flechas que describen |a velocidad del viento en un diaen
particular: el tamaiio de las flechas reflgjaran lavelocidad del viento y la
orientacion mostrara la direccion en que el viento sopla; de un solo golpe de
vista se puede obtener una descripcion clara de como circulaba el aire en esta
fecha.
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Ahora imaginemos un vector sobre una superficie bidimensional:
empezamos a mover este vector sobre esta superficie, de un lugar a otro, sin
cambiar su tamafio u orientacion. Este proceso, conocido como el transporte
paralelo, selleva a cabo de la manera siguiente: supongase que se desea mover
del punto A al punto B sobre una trayectoria determinada; a cada paso sobre €
camino se detiene y se examinael vector y se toman las seguridades de que €
tamafo'y la direccion en que se orienta € vector permanecen invariables.

Se observa ahora un hecho‘interesante que se muestra en la Figura 1: en
una superficie planaparair del punto A a punto B, se obtiene sempre e mismo
resultado al final de lajornada, independientemente de la trayectoria que se
haya tomado de A a B; pero en una superficie curva, cuando se llega a un punto
B setiene un vector diferente, que depende de latrayectoria que se haya
elegido. En otras palabras, en el espacio plano € resultado final del transporte
paralelo de un vector es independiente de la trayectoria que se haya seguido,
pero en el espacio curvo €l resultado final del transporte paralelo de un vector
depende de la trayectoria seguida; este criterio para establecer si el espacio eso
No curvo se puede extender a espacios de cualquier nimero de dimensiones.

Finalmente se
presenta un g emplo muy
claro de este fenomeno
considerando un vector
gue se desplaza sobre la
Tierra. Supongase que se
parte del ecuador con un
vector de determinada
longitud que se dirige
hacia el este, después se desplaza sobre €l ecuador atraves de 90° de longitud;
de este punto se desplaza el vector hacia el polo norte y desde € polo norte se
regresaa punto de partida. A traves de este largo vigje se tuvo extremo cuidado
para que paso a paso €l vector no cambiaraladireccion en que se sefialaba; en la
Figura 2 se muestra que cuando se regresa a punto de partida sobre el ecuador,
el vector senala hacia el nortey no haciael este.
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El uso de transporte paralelo de vectores
constituye un medio muy preciso de describir
un espacio curvo. En € siglo XIX,
matematicos tales como Georg F.B. Riemann,
Bruno Christoffel y Gregorio Ricci
desarrollaron lateoria completa del espacio
curvo de cualguier dimension, que hasta
principios del siglo XX no era mas gue un
juguete inteligente, pero Albert Einstein fue €
primero en darse cuenta de lo extremadamente
util que esta mateméatica podria sef; solamente
faltaba darle interpretacion fisica correcta alos simbol os algebrai cos abstractos.

Cuando Einstein comenzo6 aformular lateoria delarelatividad general,
utilizé el analisis tensorial recientemente inventado, rama de las matematicas
gue trata de cantidades matematicas |lamadas tensores: A principios del siglo
XX Riemann, Gauss, Ricci y Christoffel habian descubierto un nimero de
tensores que fueron sumamente Utiles en la descripcion de la natural eza del
espacio curvo, particularmente el [famado tensor de Ricci que describe como
giran los vectores cuando se hace el transporte paralelo en un espacio curvo; es
esto exactamente |0 que Einstein habia estado buscando. A partir del tensor de
Ricci, Einstein construy6 entonces las ecuaciones de campo, ecuaciones de toda
importancia que dicen cuanto es necesario saber acerca de laspropiedades del
espacio-tiempo en un campo gravitacional.

Pero es claro que esto no es suficiente. Las ecuaciones de campo de
Einstein dicen como el campo gravitacional produce una curvatura en €l espacio-
tiempo pero no dicen como se mueven |os objetos en un espacio curvo. Para
tratar este asunto, se supone gue las particulasy los rayos de luz vigjan de la
manera mas eficiente através del espacio-tiempo, 0 mas precisamente que si un
objeto vigjadel punto A a punto B, |atrayectoria que sigue serala distancia
Mas corta que conecta esos dos puntos en el espacio-tiempo. Si el espacio-
tiempo es plano, es claro que latrayectoria sera unalinea recta, pero s el
espacio-tiempo es curvo, la trayectoria resultante, mas eficiente, se llama una
geodésica. Las ecuaciones que deben resolverse para conocer latrayectoria
Seguida por un objeto o rayo de luz se denominan las ecuaciones geodésicas.
Muchos de los problemas en la relatividad general consisten entonces en
resolver simultaneamente |as ecuaciones de campo y |as ecuaciones geodésicas.
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2.PARTICULASEN UN CAMPO GRAVITATORIO

2.1. Los campos gravitatorios en mecanica no relativista

L os{lamados campos ‘gravitatorios' o campos de ‘gravedad’ tienen la
propiedad fundamental de que todos |os cuerpos se mueven en ellos de lamisma
manera, con independencia de la masa, con tal de que las condiciones iniciales sean
las mismas.

Por gemplo, lasleyes de lacaidalibre en el campo gravitatorio terrestre son
las mismas para todos | os cuerpos; cualquiera que sea su masa, todos adquieren la
misma acelaracion.

Esta propiedad de los campos gravitatorios hace posible establecer una
analogia esencial entre el movimiento de los cuerpos en un campo gravitatorio y €l
movimiento de los cuerpos que no estan situados en ningun campo exterior, pero
gue se consideran desde el punto de vista de un sistemade referenciano inercial. En
efecto, en un sistema de referenciainercial, € movimiento libre de todos los
cuerpos es uniformey rectilineo y s, por ggemplo, en €l instante inicial sus
velocidades eran todas las mismas, seguiran siendo las mismas en cualquier
instante. Es claro, pues, que si consideramos este movimiento desde un sistemano
inercial dado, también respecto de este sistema todos | 0s cuerpos se moveran de la
misma manera.

L as propiedades del movimiento en un sistema no inercial son, por
consiguiente, las mismas que en un sistemainercial cuando existe un campo
gravitatorio. Con otras palabras, un sistema de referencia no inercial equivale aun
cierto campo gravitatorio. Este es el llamado ‘ principio de equivalencia.

Consideremos, por ejemplo, e movimiento de un sistema de referencia
uniformemente acelerado. Un cuerpo de masa arbitraria que se mueve libremente en
dicho sistema posee, respecto del mismo, una aceleracion que, claro estg, es
constante e igual y opuesta a la aceleracion del propio sistema. Lo mismo vale para
el movimiento en un campo gravitatorio constante y uniforme, por gjemplo, €l
campo de gravedad de la Tierra(en pequefias regiones donde el campo se puede
considerar uniforme). Asi, un sistema de referencia uniformemente acelerado
equivale aun campo exterior uniformey constante. Un caso algo mas gneral es el
de un sistema de referencia en un movimiento rectilineo no uniformemente
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acelerado -que equivale, evidentemente, a un campo gravitatorio uniforme, pero
variable.

Sin embargo, los campos alos que equivalen |os sistemas de referencia no
inerciales no son por completo idénticos a los campos gravitatorios ‘reales’ que
encontramos también en los sistemainerciales. En efecto, existe una diferencia
esencial en cuanto a su-comportamiento en el infinito. A distanciainfinitade los
cuerpos gue producen el campo, un campo gravitatorio ‘real’ tiende siempre a cero.
Por el contrario, los campos a que equivalen los sistemas.de referencia no inerciales
aumentan sin limite en €l infinito, o, en cualquier caso, conservan en él un valor no
nulo. Asi, por gjemplo, lafuerza centrifuga que aparece en un sistema de referencia
en rotacion aumenta sin limites cuando nos apartamos del g e de rotacion; el campo
a que equivale un sistema de referencia en movimiento rectilineo acelerado es €l
mismo en todo el espacio, incluido € infinito.

L os campos alos que equivalen los sistemas no inerciales se anulan no bien
pasamos a un sistemainercial. En cambio, los campos gravitatorios ‘reales (los que
existen también en un sistema de referenciainercial) no se pueden eliminar sea cual
sea la eleccion que se haga del sistema de referencia. Esto es evidente ya por lo
dicho antes acerca de la diferencia entre las condiciones en €l infinito paralos
campos gravitatorios ‘reales’ y los campos gravitatorios alos que equivaen los
sistemas no inerciales; dado gue estos ultimos campos no tienden a cero en €
Infinito, es claro que, cualquiera que sea € sistema de referencia elegido, es
imposible anular un campo ‘real’, puesto que éste se anula en € infinito.

Todo o que cabe hacer mediante una el eccion adecuada del sistemade
referencia, es anular e campo gravitatorio en una region dada del espacio,
suficientemente pequena para que €l campo se pueda considerar uniforme en ella
Esto es posible eligiendo un sistemaen movimiento acelerado, cuya aceleracion sea
igual ala'que hubiera adquirido una particula colocada en laregion del campo que
estamos considerando.

El movimiento de una particula en un campo gravitatorio esta determinado, en
mecanicano relativista, por unafuncion de Lagrange gque (en un sistema de
referenciainercial) tiene laforma

donde @ es una ciertafuncion de las coordenadas y del tiempo que caracteriza al
campo y se llama ‘ potencial gravitatorio’. De acuerdo con esto, las ecuaciones del
movimiento dela particula son
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Estas ecuaciones no contienen ni las masas ni-ninguna otra constante que
caracterice las propiedades de la particula, |0 que constituye la expresion
matematica de |a propiedad fundamental de los campos gravitatorios.

2.2 El campo gravitatorio en la mecanica relativista

L. a propiedad fundamental de |os campos gravitatarios que hemos sefiadlado en
la seccion anterior, a saber, que todos |os cuerpos se mueven en ellosde lamisma
manera, conserva su validez también en mecanicarelativista. En consecuencia,
subsiste tambiéen la anal ogia entre campos gravitatorios y sistemas de referenciano
inerciales. Por |o tanto, es natural que al estudiar |as propiedades de |os campos
gravitatorios en mecanica relativista se parta también de esta anal ogia.

En un sistemade referenciainercial y en coordenadascartesianas, el intervalo
ds viene dado por larelacion:

Al pasar a cualquier otro sistema de refenciainercial ‘(es decir, en una
transformacion de L orentz), el interval o, conforme sabemos, conservala misma

forma. Sin embargo, si pasamos a un sistema de referencia no inercial, ds? no sera
igual ya alasuma de |los cuadrados diferenciales de |as coordenadas.

Asi, por gemplo, sl pasamos a un sistema de coordenadas en rotacion
uniforme

(Q eslavelocidad angular de larotacion, dirigida en-el sentido del ge Z), €
intervalo toma laforma

Cualquieraque sealaley de transformacion de la coordenada tiempo, esta
expresion no se puede reducir a una suma de cuadrados de las diferenciales de las
coordenadas.

En un sistemano inercial de referencia, el cuadrado del intervalo aparece,
pues, como-una forma cuadrética en las diferencias de las coordenadas de tipo
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general, esto es, tiene laforma

donde las gji ( g es un tensor) son ciertas funciones de |as coordenadas espacial es

x1, x2, x3'y de la coordenada temporal x0. Por consiguiente, cuando utilizamos
sistemas de referenciano inerciales, e sistema cuadridimensiona de coordenadas

X0, x1, %2, x3 es curvilineo. De las cantidades g, que determinan todaslas

propiedades geomeétricas en cada sistema de coordenadas curvilineas, diremos que
representan la ‘ metrica del espacio-tiempo’.

Es evidente que las cantidades g;,, Se pueden siempre considerar Simétricas
respecto delosindiesi y k (g, = i), Ya que estan determinadas por laforma
simétrica, donde g\ Y g,; aparecen como coeficientes de un mismo producto, dx!
dxk. En el caso general, existen diez cantidades g;, diferentes -cuatro con indices
igualesy 4 - 3/2 = 6 con indices distintos. En un sistemade referenciainercial,

cuando utilizamos coordenadas espaciales cartesianas x1.23 =%, y, zy el tiempo x0
= ct, las cantidades g, son

Un sistema de coordenadas (cuadridimensional) con estos valores de las g;, se
denominasistema ‘galileano’.

En el parrafo anterior se demostro que un sistema de referenciano inercial
equivale a un cierto campo de fuerzas. Vemos ahora gue en mecanica relativista
estos campos estan determinados por |as cantidades gj,.

L.o mismo vale para los campos gravitatorios ‘reales . Todo campo gravitatorio
no es sino un cambio en lamétrica del espacio-tiempo, en correspondencia con €
cual el -campo viene determinado por |as cantidades g;.. Este importante hecho
significa que las propiedades geométricas del espacio-tiempo (su métrica) estan
determinadas por fenomenos fisicos y-no son propiedades invariables del espacio y
del tiempo.

Como en la mecanica no relativista, existe una diferenciaradical entre campos
gravitatorios ‘reales’ y campos a que son equivalentes |os sistemas de referencia no
inerciales: Al pasar aun sistema de referenciano inercial, laforma cuadrética, es
decir, |as cantidades g;,, Se obtienen a partir de sus valores galileanos mediante una

simple transformacion de coordenadas, y se pueden reducir en todo el espacio de
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nuevo a sus valores galileanos mediante |a transformaci dn de coordenadas inversa.
Que estas formas de las g;,, son muy particul ares resulta claramente del hecho de

gue mediante una mera transformacion de las ‘ cuatro’ coordenadas es imposible
reducir las‘diez’ cantidades g;, @ unaforma fijada previamente.

Un.campo gravitatorio ‘real’ no se puede anular por unatransformacion de
coordenadas. Con otras palabras; en presencia de un campo gravitatorio el espacio-
tiempo estal que las cantidades g;, que determinan su métrica no-pueden reducirse,

cualquiera que sea latransformacion de coordenadas, a sus valores galileanos en
todo &l espacio. De un espacio-tiempo con estas caracteristicas se dice que €s
‘curvo’- en contraposicion al espacio-tiempo ‘ plano’ en el que es posible dicha
reduccion.

M ediante una el ecciOn adecuada de coordenadas, podemos, sin embargo,
reducir’las cantidades g;, alaforma galileana en un punto.cualquiera del espacio-

tiempo no galileano: ello equivale alareduccion de una forma cuadrética con
coeficientes constantes (los valores de las gj, en el punto dado) ala forma diagonal .

De un sistema de coordenadas de estas caracteristicas se dice que es ‘galileano en €
punto dado’.

Observemos que, después de reducida alaforma diagonal en un punto dado, la
matriz de |as cantidades g;, posee un valor principal positivo y tres negativos. De

aqui se sigue, en particular, que el determinante g formado por |as cantidades g;, €s
siempre negativo para un espacio-tiempo real:

g<0

Un cambio en la métrica del espacio-tiempo representa también un cambio en
lamétrica puramente espacial. A un conjunto.g;, galileano en el espacio-tiempo

plano, corresponde una geometria euclidea del espacio. En un campo gravitatorio,
en cambio, la geometria del espacio pasa a ser no euclidea. Esto vale tanto paralos
campos gravitatorios ‘reales’, en los que el espacio-tiempo es‘ curvo’, como para
los campos que resultan de que el sistema de referencia es noinercial, campos que
conservan el caracter plano del espacio-tiempo.

Puede demostrarse que el espacio se convierte en no-euclideo cuando pasamos
aun sistemano inercial de referencia; veamos este hecho de una manera intuitiva.
Consideremos dos sistemas de referencia, de los cuales uno (S) esinercial, mientras
el otro (S') gira uniformemente respecto de S en torno de su e comin Z. Un
circulo en € plano xy del sistema S (con centro en el origen de coordenadas) se
puede considerar también como un circulo en el plano X'y’ del sistema S . Midiendo
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lalongitud de la circunferenciay su diametro con unareglaen el sistema S
obtenemos valores cuya razén es igual aTt, de acuerdo con €l caracter euclideo de
la geometriaen el sistemade referenciainercial. Supongamos ahora que la medida
se efectlia con unaregla en reposo respecto de S . Si se observa este proceso desde
el sistema S, encontramos gue |a regla tangente ala circunferencia experimenta una
contraccion de L orentz, mientras queno cambia la regla colocada radialmente. Es
claro, porlo tanto, que larazon dela circunferencia a diametro, obtenida con esta

medicion, sera mayor que Tt.

En el caso genera de un campo gravitatorio variable arbitrario, la métrica del
espacio no solo no es euclidea, sino que ademas varia con €l tiempo. Esto significa
gue las relaciones entre diferentes distancias geométricas cambian con € tiempo.
Por lo tanto, la posicion relativa de las ‘ particul as de prueba’ introducidas en el
campo ho puede mantenerse inalterada en ningun sistema de coordenadas. Asi, si
las particulas estan colocadas sobre la circunferencia de un circulo y alo largo de
un didmetro, dado que larazon de lalongitud de la circunferenciaala del diametro
no esigual atty cambia con el tiempo, es claro que s las distancias entre particulas
alo largo del diametro se conservan, las distancias entre | as situadas sobre la
circunferencia deben cambiar, y reciprocamente. Por consiguiente, en lateoriade la
relatividad general, es imposible, hablando en términos generales, tener un sistema
de cuerpos fijos unos respecto de otros.

Este resultado cambia esencialmente el propio concepto de sistema de
referencia en lateoria de larelatividad general con relaciéon a su significado en la
teoria especial. En ésta entendiamos por sistema de referencia un conjunto de
Cuerpos en reposo relativo |os unos respecto alos otros, en posiciones relativas
Invariables. Tales sistemas de cuerpos no existen en un campo gravitatorio variable,
y para determinar exactamente la posicion de un particulaen € espacio debemas, -
en rigor, contar con un numero infinito de cuerpos que llenen todo el espacio
formando como una especie de ‘medio’ . Este sistema de cuerpos, con relojes que
marchan de manera arbitraria fijos en cada uno de ellos, constituye un sistema de
referencia en teoria de larelatividad general.

En conexion con la arbitrariedad en la eleccion de un sistema de referencia, las
leyes de la natural eza deben escribirse en lateoria de la relatividad general de
manera formal mente adecuada atodo sistema cuadridimensional de coordenadas (o,
como se suele decir, en forma‘ covariante’ ). Esto, claro esta, no implica una '
equivalenciafisica de todos estos sistemas de referencia (analogaala equivalencia
fisica de todos los sistemas de referenciainerciales en la teoria especial). Por €
contrario, las caracteristicas especificas de los fenémenos fisicos, incluidas las
propiedades del movimiento de los cuerpos, pasan a ser diferentes en los diferentes
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sistemas de referencia.
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3.EL MOVIMIENTO DE MERCURIO: LA PRUEBA
DE LA'RELATIVIDAD

Haciafinales del siglo pasado se habia vuelto cada vez mas obvio que algo
anda- ha mal en los movimientos del planeta Mercurio. Partiendo de la

mecanica newtoniana se podrian calcular muy precisamente |as orbitas de todos
los planetas, pero aun después de haber aplicado todas |as colecciones
conocidas debidas a las perturbaciones de |os planetas exteriores, |os calculos
fallaban-en la prediccion del movimiento de Mercurio. Enparticular, laorbita
eliptica de Mercurio parecia que girara o tuviera movimiento de precesion muy
lento; en ausencia de lainfluencia de los planetas exteriores la orbita de
Mercurio debiaser una elipse perfecta de acuerdo con1a mecanicaclasica, pero
las observaciones revelaban que mientras Mercurio giraba alrededor de su
Orbita, laorbita habia girado lentamente. Como resultado €l planeta Mercurio
estaba trazando una figura de rosetas en lugar de una verdadera elipse.

Este efecto es extremadamente pequefio, pero aln asi la llamada precesion

del perihelio de Mercurio preocupaba grandemente a los astronomos a
principios del siglo XX.

Cuando Einstein volvio su atencion a movimiento de los planetas
alrededor del sol o de una estrella masiva, encontrd que idealmente las orbitas,
en efecto, debian ser elipses con precesion. Cerca del sol 0.de unaestrella, en
donde &l campo gravitacional eslo mas intenso, larazon de precesion deberia
ser maximay lejos de lafuente de gravedad, en donde el campo es débil,
cualquier desviacion de la mecani ca newtoniana seria virtualmente
imperceptible. En realidad, de acuerdo con los calculos de Einstein, larazon de
precesion del perihelio de Mercurio deberia ser 43 segundos de arco por siglo;
por primeravez se tenia una explicacion del movimiento misterioso de
Mercurio y la explicacion requeria que se cambiaran lasideas acercade la
gravitacion.

Es quizas dificil de expresar laconmocion que se extendio por toda la
comunidad cientifica en 1916: la teoria clasica de Newton de la gravitacion
habia permanecido como una pilastra inquebrantable de la ciencia fisica durante
muchos siglos y ahora de repente era unateoria totalmente diferente y nuevala
gue parecia funcionar mejor.
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L atareainmediata de los cientificos en ese momento-era probar esta nueva
teorialo maximo posible. Desafortunadamente, para campos de gravitacion
débiles las teorias de Einstein predicen casi exactamente los mismos resultados
gue lavigja teoria newtoniana; €l Unico lugar en donde se pueden encontrar
campos de gravitacion que no son muy debiles es cerca de la superficie del ‘'sol y
en consecuencia, llevar a cabo experimentos para verificar larelatividad general
no es unatareafacil.

Laprecesion del perihelio de Mercurio; que se conocia desde e tiempo de
Leverrier en el siglo XX, daba laprimera*prueba’ delarelatividad general.
En esencia, cerca del sol la curvaturadel espacio-tiempo es tan grande que los
planetas ya no pueden vigjar en elipses ssmples sino que, mientras el planeta
trata de girar alrededor del sol o de unaestrella en la orbita eliptica predicha por
Newton, esta elipse tiene precesion y ‘cuanto mas grande sea el campo
gravitacional, més grande seralarazon de precesion. Del hecho de que larazon
de precesion en el caso de Mercurio es tan pequefia se puede apreciar que desde
el punto de vista de la relatividad general el campo gravitacional del sol es
comparativamente débil.
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4. PRECESION DEL PERIHEL10O DE MERCURIO

Considérese un sistema solar ssimple, como el que semuestraen lafigura
1, que consiste en una sola estrella masiva (de masa M) y un solo planetaligero
en orbita arededor de ella.

De acuerdo con la gravitacion newtoniana, la orbita es una elipse perfecta con
la estrella en uno de los focos. La ecuacion de la elipse es:

donde r iy €S la distancia minimaentre el planetay laestrellay eesla

excentricidad de la ¢rbita (el grado a cual laelipse esno circular; e = 0 paraun
circulo). Cuando r = r i, Se dice gue el planeta esta en €l perihelio; esto ocurre

con regularidad en el mismo punto del espacio exactamente, siempre que @ = 0,
211, 411, L... De acuerdo con larelatividad general, la érbitano es una elipse
completamente cerrada; el efecto del espacio curvo cercade la estrella causa
gue ladireccion del perihelio preceda una pequefia cantidad

como se muestraen lasfiguras2y 3.

Después de compl etar una Orbita, el planetaregresa ar qin, PO CON UN @
ligeramente diferente; la diferencia A@ se puede calcular de larelatividad
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general, de acuerdo con lacual laorbita es

e

=

donde

Para el Sol, 61t GM/c? = 27.80 km.; asi, hasta para el valor més pequefio
der iy (para Mercurio, 46 x 106 km) Ag es del orden de 106 rad, una
cantidadd extremadamente pequeia. Sin embargo, este efecto es acumulativo:
esto es, se va sumando en cada orhita, y después de N orbitas, el perihelio ha
avanzado NDf . Generalmente esta precesion se expresa en terminos de la
precesion total por siglo (por 100 afios terrestres); en la siguiente tabla se
muestran algunos valores representativos:

N Df segundos de
arco por siglo
Planeta N e 'min | Relatividad Por
(Orbitas (106 general . | observacion
por kim)
siglo)

Mercurio| 415.20 | 0.2060 46.0 43.00|  43.1+05
Venus 162.50| 0.0068 107.5 8.60 84+48
Tierra 100.00| 0.0170 147.1 3.80 50 + 1.2
Marte 53.20| 0.0930 206.7 1.40
Jupiter 8.43| 0.0480 740.9 0.06
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| jcaro | 8930 08270| 279]  1000| 9808

L as precesiones esperadas son muy pequefias, del orden de segundos de
arco por siglo; sin-embargo, se han medido con gran exactitud. Paralos tres
planetas mas cercanos al Sol y parael asteroide [caro, los valores medidos
concuerdan con las predicciones de larelatividad general. En el mejor de los
casos, la concordancia se encuentra dentro del 1 %.

Estos experimentos son muy dificiles de realizar puesto que (excepto para
Mercurio e icaro) las excentricidades son pequefias y es dificil localizar e
perihelio. Un problema mas serio es que otros efectos, que no se encuentran
asociados con larelatividad general, también causan una precesion aparente del
perihelio. En el caso de Mercurio, la precesion observada es en realidad
aproximadamente 5601’’ por siglo; de esos, 5026'" se deben ala precesion del
equinoccio de la Tierra (un efecto newtoniano clasico de la Tierra en rotacion)
y 532’ se deben ala atraccion gravitacional de los otros planetas sobre
Mercurio (también un efecto newtoniano clasico). Solo ladiferenciade 43’ se
debe a larelatividad general.

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/general/perihelio.htm (3 of 3) [9/2/01 3:14:51 PM]



simulacion

5. SIMULACION EN MODELLUS

5.1 Bajar S|muIaC|on
5.2 Ecuaci ones del Droqrama e

5.3 Utilizacion _ "Di" Ya
J .

,ﬁi

i ; r - ot 4 ,I
. . a'ﬁif .__,lh':_".,iﬁ

http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/general/simulacion.html [9/2/01 3:14:56 PM]


http://www.geocities.com/relatividad_2000/web/general/tp.zip

Explicacién de las ecuaciones del programa

Para representar e movimiento de Mercurio, parece conveniente trabaar en
coordenadas polares por la simetria del modelo. Asi, pues, el problema se reduce
ala obtencion de las ecuaciones diferencial es que expresen la evolucion temporal

del radio r y del angulo @ (f en Modellus).

En’'las siguientes expresiones, € lector debe percatarse de que haciendo
c- o el problematendria el mismo caracter que en Cléasica.

Puesto que tenemos una masa con simetria esférica

siendo

Vemos gue ds? coincide con el intervalo en relatividad restringida a
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http://www.treasure-troves.com/physics/SchwarzschildMetric.html

Explicacién de las ecuaciones del programa

excepcion de un factor (1-r4r), que es despreciable para distancias mucho
mayores que el radio de Schwarzschild (rgs))=3 km); se aprecia, sin embargo,
unasingularidad si r - r, que conduciriaal colapso gravitatorio y alaformacion
de agujero negro.

El'sumando r2d82+r2sen?8dq? procede, evidentemente, del paso a
coordenadas polares.

Podemos considerar el movimiento en un plano (por la simetria esférica);
elegiremos 0 = 11/2.
De ecuaciones de geodésicas se deducen dos constantes de movimiento:

a)

KT T E T T ey gy
dd pReEria Qi IFELar |

siendo

Notese gue la ecuacion (4) coincide con la clasica abtenida directamente a
partir de expresar e momento angular L en funcion delas componentes de la
velocidad radial y transversal.

Laprincipa diferencia que se observaen el tratamiento relativistaes e
término de (7) -GML2/c2r3; como consecuenciainmediatasi r— 00 Ug -0, en

contraposicion al potencial clésico, que tenderiaa +oo .
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Explicacién de las ecuaciones del programa

Si representamos por Ry |

entonces

En virtud de lainvarianzade |os intervalos s cogemos un sistema de
referencia solidario con el cuerpo en movimiento (dr=0; d@ =0) e igualamos (1)
con un intervalo ds” (respecto del sistema solidario) se obtiene facilmente, en
virtud de (2)

expresion que relaciona el tiempo t con e tiempo propiort .

El factor p que aparece en las ecuaciones de la aplicacion en Modellus es
debido a hecho de que la evolucion temporal 1a estamos considerando respecto a
tiempo propio.

Finalmente, conviene hacer mencion ala sentencialégicaif(rs) then (p=0),
necesaria para evitar la singularidad (colapso gravitatorio) y que hace que
Modellus termine la ssmulacion.
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El programa esta preparado para que €l usuario interactue con él fijando los
valoresdeL y r, para asi determinar un potencial efectivo, que nos daralas
distintas Orbitas. También pueden variarse las condicionesiniciales del angulofy
lavelocidad v.

Tal y como esta disefiado, se permiten tratar tres casos simultdneamente, lo que
ayuda ala comparacion de ellos

case 1 case 2 case J

Enlaventana‘Model’ se encuentran las ecuaciones diferenciales :
discretizadas, es decir, €l programa en si. En consecuencia no debe modificarse s
no se tiene conocimiento de los resultades que ello conlleva
Laventana‘Control’ esla que permite que Modellus empiece laintegracion
numéricay realice, pues, la representacion del movimiento, Esta tltima puede
observarse en la ventana ‘ Animation’
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Horizontal - _
—Adst_|
Options... | Options... |

-Caso 3: En este tercer caso, hay una distancia maxima, pero la orbita no esta
acotada superiormente y, en consecuencia, €l planeta iriaaumentando
Indefinidamente su distancia a Sol.
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Adjust : !
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Options... |.
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El usuario también puede ver |arelacion entre otras magnitudes'y asi obtener
resultados interesantes, que coinciden-con el tratamiento tedrico, tales como la
conservacion de la energia. Pueden ser destacables también las graficas de la
velocidad frente al tiempo. En lafigura se representala variacion temporal dela
velocidad para una orbita abierta.
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