Unidad 3

Mediciones indirectas

Propagacién de incertidumbres

Hay magnitudes que no se miden directamente, sino que se derivan de otras que si
son medidas en forma directa. Por ejemplo, para conocer el area de un rectangulo se
miden las longitudes de sus lados; para determinar la velocidad de un vehiculo se miden
independientemente distancias e intervalos de tiempo. La pregunta que queremos res-
ponder aqui es como las incertidumbres en las magnitudes que se miden directamente se
propagaran para contribuir a la incertidumbre de la magnitud derivada que se calcula
usando una expresion. Sélo daremos los resultados, para mayor detalle se recomienda
consultar la bibliografia citada. La Fig. 3.1 ejemplifica el concepto de propagacion
cuando una magnitud y y su incertidumbre Ay se calculan a partir de otra x a la cual co-
nocemos su mejor valor Xo y su incertidumbre Ax.
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Fig. 3.1 Influencia de la incertidumbre de una magnitud x en la determina-
cion de la incertidumbre de una magnitud derivada.
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Tomemos un caso general en el que una magnitud V sea una funcién de varias mag-
nitudes x, y, z, ...:

V=V(x,Y,2,...), (3.)

y que x, Y, z, ..., todas independientes entre si, se midieron directamente y que conoce-
mos sus valores <x>, <y>, <z>, ... e incertidumbres Ax, Ay, Az, ... Se puede demostrar
que la incertidumbre de V , AV, esta dada port™:

AV :J@ﬁmx2+?gmy2+§’lﬁzmz2+m (3.2
0ox O oy 00z O

ov
Esta ecuacion es la formula de propagacién de incertidumbre. La notaciéna,

av oV
E D9z indica derivacion parcial de la funcion V respecto de las variables inde-

pendientes X, v, z,... y la férmula se evalUa para los valores <x>,<y> <z>, ...
En el caso especial en que la funcion V(x,y,z,..) sea factorizable en potencias de X, v,

Z,..., la expresion anterior puede ponerse en un modo muy simple. Supongamos que la
funcion en cuestion sea:

m

V(x,y,z) =a.

X ,y (3.3)
i

donde a es una constante. La aplicacion de la formula de propagacion da:

ox 0O Oz O

@/:angﬁﬂlﬁmz%gﬂ%ﬁ&ig _ (3.4)

Para célculos preliminares, esta expresion puede aproximarse por:

Av #ﬁx #ﬁy #Aj
—=n +m +1 :
V X y z

Otro caso particular de interés es
Z=X=ty.

(3.5)

Usando la Ec. (3.2) obtenemos:
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(Az)? = (Ax)? +(ay)*. (36)

L) En muchas ocasiones no disponemos de una funcion analitica que represente a la
magnitud de interés en funcion de las variables de las que sabemos que depende vy,
por lo tanto, no podemos aplicar la Ec. (3.2) para propagar la incertidumbre.

Tomemos el caso de un experimento que requiera como dato la densidad del
agua a la temperatura ambiente. Supongamos que decidimos no medir la densidad
del agua sino que vamos a obtenerla de una tabla de densidades, frecuentemente
incluidas en manuales de fisica y quimica.

Si la temperatura medida es T =(23.0 £ 0.5) °C, ¢ cdémo obtenemos de la tabla el
dato de la densidad y cdmo le asignamos su incertidumbre?

Lo que hacemos es ingresar a la tabla” y obtener la densidad <p> a la tempera-
tura <T> = 23.0 °C. De la tabla extraemos:

a<T>=23°C - <p>=0.997538 g/cm®.

También extraemos de la tabla la densidad para los valores extremos del inter-
valo de temperatura:

a<T>-AT=225°C - p,=0.997655 g/cm®
a <T>+AT=235°C - p,=0.997418 g/cm®.

Estos valores p; y p, dan un margen de incertidumbre al dato de la densidad del
agua debido a la incertidumbre de la medicion de la temperatura. También vemos
que el valor <p> no esta en el centro del intervalo que definen los valores extre-
mos p1 Y p. (intervalo de incertidumbre asimétrico debido a la variacién no-lineal
de la densidad del agua con la temperatura). Podemos proponer Ap como

Ap = (p1 - p2)/2 =0.0001 g /cm?,

con lo que resulta
p = (0.9975 + 0.0001) g/cm®,

cuyo valor e incertidumbre usariamos en los calculos sucesivos que involucren a
la densidad del agua en los experimentos.

YVer, por ejemplo, Handbook of Chemistry and Physics (The Chemical Rubber Co.).
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Truncaciéon de numeros: Se desea determinar la densidad de un cuerpo y
para ello se procede a medir su volumen, que da como resultado V = (3.5 £
0.2) cm® (8% = 6%) y su masa m = (22.7 + 0.1) g (£:%=0.4%). A la densi-
daa la calculamos por su definicién operacional: p =m/ V. Si realizamos es-
te cociente con una calculadora que presenta resultados con 10 cifras, obte-
nemos:

p=22.7/3.5 = 6.485714286 g/ cm®.

La mayoria de estas cifras no son significativas y debemos truncar el resul-
tado. Para saber donde hacerlo, debemos propagar la férmula de la densidad,
encontrar su incertidumbre y luego ver qué cifra del resultado afecta. Usan-
do la Ec. (3.5) obtenemos

Ap/p=0.06.

Por lo tanto,
Ap=0.4glcm?,

que indica que el valor de la densidad debe incluir una sola cifra decimal
como cifra significativa. Sin embargo, al truncar el nimero 6.4857... debe-
mos tener en cuenta que el nimero mas cercano a él y con una sola cifra de-
cimal es 6.5 y no 6.4, siendo éste ultimo lo que resultaria de un corte auto-
matico de digitos. Finalmente, el valor que obtenemos para p es:

p =(65+04)glcm® y &% =6%.

Es importante tener en cuenta este criterio de truncacién toda vez que
realizamos una operacién usando una calculadora o computadora.

©  Midiendo 1t Sabemos que el perimetro (p) de un circulo esta relacionado
con su diametro (d) por la expresién p= rrd, por lo tanto a través de medi-
ciones de diametro y perimetro es posible “medir 1’. Disefie un experimento
que le permita realizar esta medicion. Obtenga 1tcon este método y dé la in-
certidumbre del resultado, A7t Compare con el valor tabulado de esta cons-
tante. Consulte sobre otros métodos para obtener Tt experimentalmente. En
particular discuta si con el experimento de Buffon se puede obtener mayor
precision.

Puede encontrarse informacion adicional en las paginas de Internet:

http://www.angelfire.com/wa/hurben/code5.html y
http://www.geocities.com/CapeCanaveral/Lab/1719/
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Eleccion de los instrumentos

Un aspecto importante a tener en cuenta antes de proceder a realizar una medicion,
es la eleccion de los instrumentos méas apropiados para medir con la tolerancia o error
requerido. Ignorar este paso puede acarrear importantes pérdidas de tiempo y dinero. Si
se excede la tolerancia requerida, seguramente se dilapidd esfuerzo y recursos innecesa-
riamente; por el contrario, si se realizé la medicion con menos precision que lo requeri-
do, la medicion podria ser inatil para los fines perseguidos.

Para ver como operar frente a esta eleccion de instrumental supongamos que nues-
tro problema es determinar con una precision del 1% el volumen de un alambre, cuyo
didmetro es d = 3 mm y su longitud L = 50 cm. ;/Qué instrumentos debemos usar para
lograr nuestro objetivo con el menor costo?

Lo que debemos lograr es AV/V = 0.01. Como V = rzd?L/4, tenemos que:

ﬂ = M +2 |ﬁd + &
\ T d L
0.01=0.001+0.006 +0.002

La primera expresion es una aplicacion de la Ec.(3.5), siendo esta aproximacion
atil y suficiente para este analisis preliminar. La asignacion de valores de la segunda
linea es en cierto modo arbitraria, pero hemos respetado que la incertidumbre relativa
no supere el 1% requerido. Al namero 1T le asignamos una incertidumbre relativa
pequefia, y con esto determinaremos con cuantas cifras usaremos Ttsin que el error de
truncacion de Ttafecte significativamente nuestra medicion. Nétese que la calidad de
la medicion del didametro tiene mayor incidencia (su incertidumbre relativa estd mul-
tiplicada por 2) que la de la longitud L y esto es porque el volumen es proporcional a
d? y solo proporcional a L a la primera potencia. Por esta razén hemos asignado ma-
yor tolerancia (mayor precision) a la medicion de d que a la medicién de L. Con esta
asignacion preliminar decidimos cuéles instrumentos son los mas adecuados para
realizar el experimento (en general, los méas adecuados son los que hacen la medicion
mas fécil, en menor tiempo, con el menor costo y que cumplan los requisitos exigi-
dos).

Como

Ad—d =0.0030 Ad =0.003C =0.003 BBmm = 0.009mm = 0.01mm |

debemos usar, cuanto menos, un tornillo micrométrico para medir d.

De manera similar tenemos para la medicién de L:
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A—LL =0.0020 AL =0.002 [ =0.002 (50cm =1mm

por lo tanto una regla comun graduada en milimetros sera suficiente para medir L.
Para tttenemos:

am, 0.00100 Amr=0.00107=0.001C8=0.003,

T

que indica que debemos usar Ttcon 3 0 mas cifras decimales para que el error de trun-
camiento tenga una incidencia despreciable. Por lo tanto, la eleccion 1= 3.1416 seria
adecuada en el presente caso.

Notese que hasta ahora todo es preliminar y solo hemos elegido los instrumentos
a medir. Luego de esta eleccion, llevamos a cabo las mediciones usando estos ins-
trumentos y procedemos para la medicion de d y L. Notese también que para elegir
los instrumentos a usar debemos conocer el valor aproximado de los valores a medir,
lo que pareceria una paradoja. No obstante, para este andlisis preliminar sélo es nece-
sario tener una idea de los 6rdenes de magnitud y no un valor muy exacto. Este orden
de magnitud se puede obtener por una inspeccién visual o una medicion rapida. Fi-
nalmente, una vez que realicemos las mediciones de d y L debemos usar la férmula
correcta de propagacion de la Ec.(3.2) para calcular la incertidumbre combinada AV.
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