Unidad 5

Métodos cuantitativos de analisis grafico

Método de cuadrados minimos — Regresion lineal

Hemos enfatizado sobre la importancia de las representaciones graficas y hemos visto
la utilidad de las versiones linealizadas de los graficos (X, Y) junto a las distintas maneras
de llevar a cabo la linealizacion. A menudo nos confrontamos con situaciones en las que
encontramos 0 suponemos que existe una relacion lineal entre las variables X e Y, surge de
modo natural la pregunta: ¢cuél es la relacion analitica que mejor se ajusta a nuestros
datos? El método de cuadrados minimos es un procedimiento general que nos permite
responder esta pregunta. Cuando la relacion entre las variables X e Y es lineal, el método de
ajuste por cuadrados minimos se denomina también método de regresion lineal. En esta
unidad discutiremos este Ultimo caso, dejando para el apéndice F la discusion del caso
general de cuadrados minimos cuando el modelo es no lineal y los datos estan afectados de
errores.

La Fig. 5.1 ilustra el caso lineal. La dispersién de los valores estd asociada a la
fluctuacion de los valores de cada variable. Observamos o suponemos una tendencia lineal
entre las variables y nos preguntamos sobre cudl es la mejor recta

y(x)=ax+b (5.1)

que representa este caso de interés.

Es atil definir la funcién x? (Chi-cuadrado)™!:

X° =iy, -(am +b)ﬁz ©2

que es una medida de la desviacion total de los valores observados y; respecto de los
predichos por el modelo lineal a.x+b. Los mejores valores de la pendiente a y la ordenada
al origen b son aquellos que minimizan esta desviacion total, o sea, son los valores que
remplazados en la Ec.(5.1) minimizan la funcion x? de la Ec.(5.2). Por lo tanto, los mejores
valores de a y b seran los que se obtengan de resolver el par de ecuaciones:
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Figura 5.1 Gréfico de datos asociados a un modelo lineal. La cantidad y; - y(x)
representa la desviacion de cada observacion de y; respecto del valor predicho por el

modelo y(x).

El criterio de minimos cuadrados reemplaza el juicio personal de quien mire los
graficos y defina cudl es la mejor recta. En los programas como Excel, Origin, etc., este
calculo se realiza usando la herramienta “regresion lineal” o “ajuste lineal”. Los resultados
(5.4) y (5.5) se aplican en el caso lineal cuando todos los datos de la variable dependiente
tienen la misma incertidumbre absoluta y la incertidumbre de la variable independiente se
considera despreciable. En el Apéndice F se presenta una generalizacion de este criterio
para el caso en que la dependencia entre las variables no sea lineal y no haya uniformidad
en las incertidumbres de los datos.

Una medida de la calidad o bondad del ajuste realizado viene dado por el coeficiente de
correlacion p entre las variables X e Y, definido como:
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El valor de p varia entre -1 y 1. Si p es 1 0 proximo a estos valores, decimos que el
modelo lineal es adecuado para describir los datos experimentales. Cuando p se aparta de
estos extremos decimos que una expresion lineal no es una buena descripcién de los datos.
En este caso, conviene analizar detenidamente el grafico y buscar una relacion no-lineal
que aproxime mejor la dependencia. Dado que p mide el grado de correlacion lineal entre
los datos, si, por ejemplo, los pares de puntos (X, Y) tienen una relacion tal que caen sobre
un circulo aunque ellos estan correlacionados, tendriamos p = O Desde luego, si los pares
(X, Y) no tienen correlacion alguna entre ellos, también tendriamos p = Q

Frecuentemente el resultado que deseamos determinar de nuestro experimento es
alguno de los parametros de la Ec. (5.1). Por ejemplo, si deseamos determinar la constante
elastica k de un resorte a partir de mediciones de fuerzas aplicadas F; y estiramientos x; que
le producen al resorte, k sera precisamente la pendiente de la recta que mejor se ajusta a los
datos. Otro ejemplo es la obtencion de la resistencia eléctrica R de un conductor, que
deseamos determinar a partir de mediciones de tension V; y la corriente que lo atraviesa ;.
Por consiguiente, es util disponer de un modo de estimar las incertidumbres asociadas a la
determinacion de los parametros a y b de la Ec. (5.1). La importancia del método de
cuadrados minimos reside en el hecho que nos permite obtener valores de la desviacion
estandar o sea los errores asociados a los parametros a y b de la Ec, (5.1) que
denotaremos con los simbolos g, y op. En esta seccidén sélo presentamos los resultados de
utilidad mas frecuente en el laboratorio; el lector interesado podra encontrar un tratamiento
mas exhaustivo en las Ref.'* y en el Apéndice F. Las incertidumbres de los parémetros del
ajuste vienen dadas por las expresiones:
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Fig. 5.2 Ajuste de datos experimentales por un modelo lineal. a) Caso de una buena
correlacion lineal, b) aceptable, c) ex un caso en el practicamente no ha correlacion entre
X e Y., d)tiene un buen correlacion pero el modelo lineal es inadecuado.

- X
% 71N War(x) (5.10)

(5.11)

donde Xx , conocido como el valor de Chi-cuadrado por grado de libertad, viene dada por:

2 1
N -2

X (5.12)

Las incertidumbres de los pardmetros a y b también pueden escribirse en términos del
coeficiente de correlacion p del siguiente modo!*!:
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Ub:Uav<X2> (5.14)

Estas expresiones son de mucha utilidad para estimar o, y o, ya que la mayoria de
las planillas de célculo y programas de ajuste, por los regular indican los valores de los
parametros a y b que mejor ajustan los datos y el valor de p.

Precauciones en el analisis

No siempre es suficiente admitir que dos variables siguen una relaciéon lineal
guiandonos por lo que muestra un grafico de los datos en escalas lineales. Menos aun si
solo evaluamos el coeficiente de correlacion del ajuste lineal que propondriamos a partir de
este grafico. Un gréfico de Y = X™* (variables sin correlacion lineal) puede ajustarse por
una recta y obtenerse a la vez un coeficiente de correlacion lineal (inexistente) de, por
ejemplo, 0.998. Un gréfico de datos experimentales de Y = X con algo de dispersion
fortuita de los puntos, podria devenir en un coeficiente de, por ejemplo, 0.995, menor que el
anterior. Entre los coeficientes hay una diferencia, apenas, del 3 por mil. Pero en un gréfico
log-log, la diferencia de pendientes serd la que hay entre 1.1 y 1.0, lo que representa un
10% de discrepancia entre los exponentes de la variable X. Estos métodos de analisis nos
ensefian que los efectos de correlacion pueden estar enmascarados por el efecto del “ruido”
de los datos. En ocasiones lo dificil es establecer si existe correlacion entre las variables,
aun cuando los datos provengan de fuentes “limpias”, que hayan producido datos con
relativamente poca dispersion. Muchas veces la decision entre dos alternativas debe hacerse
usando otros criterios. Por ejemplo, la consistencia con otros conjuntos de datos o sobre la
base de consideraciones de simetria o concordancia con teorias bien establecidas.

Imaginemos un experimento donde se mide la distancia que recorre un
movil sobre una linea recta mientras una fuerza constante actia sobre él.
Esperamos que el movimiento sea uniformemente acelerado. Supongamos que
el cuerpo parte del reposo, que medimos x(t) a tiempos largos y que los datos
colectados son los representados en la Fig. 5.2.a. Si los datos experimentales se
analizan sobre este grafico de escalas lineales, el ajuste por un modelo lineal es
mas que tentador. Hecho esto, se obtiene la ecuacién de la mejor recta y un
coeficiente de correlacion muy alto, p = 0.99959. Sin embargo, un modelo

basado en las ecuaciones de la dindamica dice que
1
x = at?
2
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donde a es la aceleracion. En la Fig. 5.2.b estan los logaritmos de los mismos
datos, de donde se ve claramente la proporcionalidad x (7t que predice el
modelo, dificilmente demostrable a partir del grafico de la Fig. 5.3.a.
Evidentemente, el uso de una aproximacion lineal no es buena en este

problema y el mero juicio del valor del coeficiente de correlacion no es
suficiente.
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Fig. 5.3 Representacion de x(t) para un cuerpo que se mueve con
movimiento uniformemente acelerado. (a) A tiempos largos no se
aprecia bien la curvatura de la curva y, dado que el coeficiente de
correlacion lineal es muy cercano a la unidad, podria suponerse que la
correlacion es lineal. (b) log(x) en funcion de log(t), de donde se
deduce que la relacion no es lineal sino cuadrética.
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