Fisica Biologica

Sistemas Dinamicos.

Sistemas dinamicos en 1 dimension. Puntos fijos y estabilidad.

1. Analizar las siguientes ecuaciones diferenciales graficamente. Clasificar todos los puntos fijos
usando el criterio de estabilidad lineal o graficamente si el criterio falla porque z* es un punto
fijo pero f'(x*) = 0. Graficar cualitativamente x(¢) para diferentes condiciones iniciales.

a) t=z(l—2z)(2—x)
b) = 2%(6— 1)

z2

c) i=1—e"

Sistemas dinamicos lineales en 2 dimensiones

2. Considerar el siguiente sistema: & = 4z — y, y = 2z + y.

a) Optativo: Escribir el sistema en forma matricial: x = Ax . Encontrar el polinomio
caracteristico del sistema, los autovalores y autovectores de A.

b) Dar la solucién general del sistema.
c¢) Clasificar el punto fijo del origen.

d) Resolver el sistema con la condicién inicial (xg,yo) = (3,4).
3. Considerar el siguiente sistema: © =x —y, y =z + ¥.

a) Optativo: Escribir el sistema en forma matricial: X = Ax y mostrar que los autovalores
son A\;y = 1+1iy Ay =1—1i con autovectores vi = (i,1) y va = (—i,1). Notar que los
autovalores son complejos conjugados, asi como los autovectores. Esto siempre es asi
cuando A tiene coeficientes reales y autovalores complejos.

b) Dar una solucién general al sistema, expresando z(t) en términos de funciones reales.
Ayuda: Usar que et = cos(wt) + i sen(wt)

c) Graficar algunas trayectorias en el espacio de fases.

4. Graficar trayectorias en el espacio de fases y clasificar el punto fijo del origen para cada uno
de los siguientes sistemas lineales. Si los autovectores son reales, mostrarlos en el grafico



a) T=vy,y=—2x—3y

b) =5x+ 10y, y=—x —y
c) t=3r—4dy,y=x—y
d) t=-3z+2y,y=x—2y

5. Resolver el siguiente sistema lineal (o sea, dar z(t) e y(t) ):

{ T = pur—y
y = v+py
., Cémo son las trayectorias para u < 0y pu > 07

Bifurcaciones sencillas.

6. Analizar los puntos fijos de los siguientes sistemas dindmicos en funcién de los valores (posi-
tivos y negativos) del parametro p. Graficar la posicién de los puntos fijos para los diferentes
valores del pardmetro p (diagrama de bifurcaciones). Mostrar que el nimero de puntos fijos
y su estabilidad cambia para un determinado valor de pu.

a) bifurcacién saddle-node & = p — z*
b) bifurcacién tridente & = px — 23

¢) bifurcacién de Hopf 7 = pur — r3, § = 1 (con r una variable radial y 6 angular).

Sistemas dinamicos no lineales en 2 dimensiones

7. Considerar el siguiente sistema dinamico:

-4
r=f(r), 0= T (esto dltimo parar > 0),
r

donde r es una variable radial, # una variable angular y

—r—i—;—2, 0<r<r,
¢ 2
f(?”): T_Tc_%y Tc<r<1>
1—r, r> 1.

Encontrar sus puntos fijos y érbitas periédicas (con r constante). Diga si son estables o
inestables. Graficar algunas trayectorias en el espacio de fases.



8.

10.

Calcular los puntos fijos del siguiente sistema para 0 < § < v/8:

T =y
y = x—12°—0y

y clasificarlos en estables o inestables y en este ultimo caso diga si se trata de puntos de
ensilladura. Para ello tendra que linealizar las ecuaciones alrededor de cada punto fijo y
analizar como se comportan esas ecuaciones lineales. Esto se determina calculando los au-
tovalores del problema o, equivalentemente, escribiendo la ecuacion diferencial que debe
satisfacer ©w =  — zy, donde x4 es el valor de = en el punto fijo, proponiendo soluciones
del tipo exp(At) y determinando los valores que puede tomar A. Dependiendo de si los va-
lores de A son reales o complejos y del signo de su parte real el punto fijo sera estable o
inestable y, en este tultimo caso, punto de ensilladura o “repulsor”. Para hacer numérica-
mente: Realizar un retrato de fases para distintos parametros. ; Que sucede con el retrato de
fases para 0 > /87 (ver https://colab.research.google.com/drive/1e695qd6sjRX4b_
mMFJ9p1idKc2zq13XB?usp=sharing)

Considere el modelo de Gray-Scott:

d

d_?fb = u=—u’+ A(l —u),
d

d—: = 9=w?—-Bv+ F,

que describe la evolucién temporal de las concentraciones u = [U] y v = [V] de dos reactivos
que reaccionan de acuerdo a U +2V — 3V, V — P (con P un producto inerte) y donde las
especies U y V son inyectadas y removidas de la region donde ocurre la reaccion.

Para hacer numéricamente (ver https://colab.research.google.com/drive/1e695qd6sjRX4b_

mMFJ9p1idKc2zq13XB7usp=sharing): Estudiar los comportamientos del sistema para los si-
guientes conjuntos de valores de parametros explorando distintas condiciones iniciales.

a) Excitabilidad: A = 0,02, B = 0,07, F' = 0;

b) Bifurcacién de saddle-node: B = 0,2, F =0y A = {0,158,0,159,0,1598, 0,160, 0,162};
¢) Hopf supercritica: B = 0,025, F =0y A = {0,00426, 0,00437,0,0045}.

d) Homoclinica: B = 0,025, F =0y A = {0,00429, 0,00426, 0,00425748, 0,00425745}

Mapas como sistema dinamico

La evolucién temporal de los sistemas dindmicos puede describirse para todo instante (con-
siderando al tiempo como una variable continua) o puede considerarse el estado del sistema
so6lo en un conjunto discreto de instantes, tg,t1,...,t,,.... En este caso la evolucion se des-
cribe en términos de un mapa. Por ejemplo, si x,, describe el estado del sistema en el ins-
tante t,, la descripcion de la evolucién consiste en prescribir el mapa (o funcién) f,, tal que
Tpi1 = fo(x,). Esta forma de describir la evolucién se utiliza mucho en el caso de dindmica
de poblaciones, donde el significado que se da es el de prescribir el nimero de individuos de
una especie en una dada generacién (n+ 1) como funcién del nimero de individuos en la ge-
neracion anterior (n). Un caso muy estudiado es el del mapa logistico: x, 11 = 4pz, (1 —z,),
donde 0 < z,, < 1y pes un pardmetro (0 < pu < 1).
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Para hacer numéricamente: Analizar el comportamiento de este mapa para 0,75 < p < 1.
(Para més informacién, puede consultar el trabajo clasico de Robert May, Nature 261, p. 459
(1976). El notebook disponible aca: https://github.com/ipython-books/cookbook-2nd-code/
blob/master/chapter12_deterministic/01_bifurcation.ipynb) tiene alguna version de

este famoso mapa. )
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