Laboratorio 4.

Mediciéon del modulo de elasticidad de Young

Objetivo
Determinacion del médulo de Young de diversos materiales a partir de la flexion estatica y

dindmica de una viga en voladizo.

Ley de Hooke

La elasticidad es la capacidad de los materiales de recuperar su tamafio y su forma
cuando se quitan las fuerzas que les producen deformaciones. Esta propiedad se encuentra en
mayor o menor medida en todos los cuerpos solidos.

Cuando se presiona un trozo de material, éste se deforma. Si la fuerza es
suficientemente pequefia, el desplazamiento relativo de los diferentes puntos del material es
proporcional a la fuerza. A esto se lo denomina comportamiento eldstico. Si se toma un bloque
rectangular de material de longitud / , ancho a y altura 4, como el de la figura 1, y se le aplica
entre los extremos una fuerza F, la longitud aumenta una cantidad A/, proporcional a F. A esto

se lo conoce como ley de Hooke.
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Figura 1: Estiramiento de una barra rectangular

sometida a una tension uniforme

Este alargamiento A/ depende de la longitud inicial del material, y también depende del
area del bloque. Esto es porque se supone que la fuerza se distribuye en todos el volumen del
cuerpo. Para obtener entonces una ley en la que el coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y
estiramiento sea independiente de las dimensiones del cuerpo, es mas practico escribir la ley de

Hooke para un bloque rectangular de la forma:
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donde 4 es el area transversal del bloque (4 = ah), y E es una propiedad natural del material
unicamente, conocida como modulo de Young.

En esta practica, se intentard determinar el modulo de Young de distintos materiales,
midiendo la flexion de una barra cilindrica producida por la aplicacion de una fuerza en uno de
sus extremos.

Para una barra sujetada en un extremo (en voladizo), como la que se muestra en la
figura 2 se puede calcular, para torsiones pequefias, cudl es la deformacion de la barra, y por lo
tanto cudl es el desplazamiento vertical de cada uno de los puntos de la barra. Con el sistema de
coordenadas de la Fig. 2, se puede calcular la flexion y de una barra cilindrica en funcién de la

fuerza (pequefa) aplicada sobre el extremo libre de la misma:
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y(x) es el apartamiento de la posicion de equilibrio a la distancia x del extremo fijo. La fuerza
aplicada es F, d es el diametro y L el largo de la barra desde el punto fijo hasta donde pende la
masa m (el desarrollo tedrico completo que lleva a esta expresion se encuentra en R.P.

Feynman, Fisica, Volumen II).

F

Figura 2: Barra en voladizo flexionada debido a la fuerza F colgada del extremo libre

La expresion (1) considera el problema estatico, es decir, la configuracion de equilibrio
de la barra para una fuerza F aplicada al extremo. Midiendo la flexion de la barra producida por
una fuerza conocida permite obtener el modulo de Young del material.

Otra forma de medir la elasticidad del material es analizar la frecuencia de la oscilacion

del cuerpo para una perturbacion mecanica inicial. Asi como la constante elastica de un resorte &

determina la frecuencia de oscilacion del mismo (®=+/k/m), el médulo de Young del
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material, junto con las dimensiones espaciales y los vinculos del problema determinan la
frecuencia de oscilacion mecéanica de la barra: Si y(x,f) representa el apartamiento de la posicion
de equilibrio en una posicion x respecto del origen a un tiempo #, la forma mas general de

escribir el movimiento de una barra flexionada es:
y(x,t) =[Acos(K,x)+ Bcosh(K, x) + Csen(K, x) + Dsenh(K, x)]x
xsen(w,t+ @, )exp(-at). ©)

K, (que tiene unidades de 1/ longitud) define el modo espacial de oscilacion, el cual tiene
asociada una frecuencia angular de oscilacion ®, (o, = 27 f,). Estas dos cantidades estan

vinculadas a través de:

I E
w,=|—K,-a*

"\

que no es otra cosa que la relacion de dispersion. I es el momento de inercia “seccional > que

“4)

para un cilindro de diametro des: I=md*/ 64 (observar que I tiene unidades de (longitud)*)
; pr es la densidad de la barra por unidad de longitud, es decir que tiene unidades de
masa/longitud y o es una constante de amortiguamiento que tiene unidades de 1/tiempo.

Las condiciones de contorno son particulares de cada problema; para una viga sujeta
firmemente (apoyo plano) en uno de sus extremos y libre en el otro, estas son las siguientes:
y(x=0)=y'(x=0)=0; y"(x=L)=y"(x=L)=0. Las dos primeras especifican que el
extremo en x = 0 esta fijo, y las dos segundas que el extremo en x = L esta libre. Este juego de
condiciones son las que definen cudles son los modos de flexion de la barra. Estos son los que
cumplen la siguiente condicion:

cos(K,L)cosh(K,L)+1=0. (5)
Los valores de K, que satisfacen esta ecuacion trascendente determinan los modos de oscilacion
espacial de la barra cilindrica. Los tres primeros modos de la barra vibrando se muestran en la
figura 3. Resulta: K;= 1.875/L, Ky= 4.694/L, K;== 7.855/L, etc, donde L es el largo de la
barra.
El desarrollo tedrico completo de este tema se puede encontrar en L.D. Landau y E.M. Lifshitz,

Theory of Elasticity (Pergamon Press, Oxford, 1959) y en S.C. Hunter, Mechanics of continuous
media (J. Wiley & Sons, New York, 1986).
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Los experimentos
Como se vio, se puede medir el médulo de Young tanto en forma estatica como dinamica. En
esta parte de la practica se propone registrar la flexion de la varilla por medios opticos.
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Figura 3: Los tres primeros modos de la barra fija en x=0, con el extremo x=L libre

El dispositivo experimental sugerido es el que se muestra en la figura 4. La varilla se fija en un
extremo apretandola con un apoyo plano (por qué asi?). Cerca del extremo libre se adhiere un
filo a la varilla, que junto con un segundo filo que esté fijo a la mesa de trabajo, conforman una
rendija que difracta la luz de un haz laser. Sobre el extremo libre se cuelgan distintos pesos que
flexionan la barra y producen una (pequefia) variacion del ancho de la rendija, que se detecta en
forma muy sensible analizando el patron de difraccion de Fraunhofer del haz laser (por que?
cudles son las hipétesis de trabajo para que la aproximacion de Fraunhofer sea valida?): la

intensidad del patrén de difraccion de campo lejano es de la forma

sen (%h sen 6]
A

2rh seno | ©
A

2

1(0) =

donde 0 es el angulo desde la rendija al plano de observacion, h el tamafio de la rendija y A la
longitud de onda de la radiacion. De esta forma se puede determinar el valor del médulo de
Young en una experiencia estatica.

Para aplicar el método dindmico, se puede utilizar el mismo sistema, pero ya no sera
necesario medir con precision la magnitud de la flexion. Lo que se busca en este caso es medir
la frecuencia de oscilacion de la varilla, ya sea a partir de una perturbacion inicial. Asi, con un

fotodiodo se puede detectar la intensidad de la luz transmitida en el eje optico del sistema (z en
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la figura 4), y registrarla con una buena resolucion temporal (de cuanto? se le ocurre como
hacer una estimacion?).

Si se perturba el sistema, la varilla normalmente tendera a oscilar en su modo mas bajo
(n=1). No obstante, se puede perturbar de manera sutil a la varilla, de manera que inicialmente

el modo excitado sea alguno de los modos superiores (como deberia ser la perturbacion?)
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Figura 4: Dispositivo experimental sugerido

Material E [Gpa]
alumino 71

bronce 110
vidrio 40-90

cobre 123

acero 210
Grilon (copolimero de nylon-612) 1.5-3.8
teflén (politetrafluoretileno) 0.4-0.6
acrilico (polimetilmetacrilato) 2.2-24

Tabla 1: Médulo de Young de diferentes materiales
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Apéndice A)

Cuando se aplica una fuerza de médulo F' sobre los extremos de una barra. ésta experimenta una
elongacion Al=/-lp, donde /5 ¥ / son las longitudes inicial e instantanea de la misma. Se definen la

tension ¢ como la fuerza normal aplicada por unidad de area 4 y la deformacién £ como la variacion
relativa de longitud del cuerpo, esto es,

T =— £ =—
A [
Dentro del rango elastico de los materiales, la tensiéon y la deformacién son proporcionales,
verificandose una relacién del tipo

c=F.¢ (ley de Hooke)

donde el factor de proporcionalidad E es el modulo de Young o elastico, caracteristico del material.
La Tabla I consigna valores tipicos de este modulo para varios materiales.

Si consideramos una seccion transversal cualquiera de la barra, como consecuencia del Principio de
Accion v Reaccion, el material que esta a un lado de la misma ejercera fuerzas iguales v de sentido
contrario sobre el que esta del otro lado. De acuerdo a la direccion de esas fuerzas interiores, para
cada seccidn transversal se manifestaran momentos internos, que recibiran su nombre de acuerdo a la
direccion de la fuerza. Asi, si la baira se somete a esfuerzos transversales, como se representa en la
Fig. Al a), se hablara de momentos flectores; si se efectian esfuerzos de corte, como los sefialados
en la Fig. Al b), se manifestaran momentos torsores. Si las fuerzas normales v de corte son nulas
para una dada seccion transversal, se hablara de flexién pura.
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Figura Al: a) momento flector, b) momento torsor.

Consideremos un segmento de una barra curvada en un ensayo de flexién pura, como el que se
muestra en la Fig. A2. El material de la parte interna de la barra estd comprimido mientras que en la
parte externa esta estirado; existe en la parte central una superficie neutra, en la cual el material no
sufre deforimaciones.
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Fig. A2: Detalle de cortes de la viga sometida a flexién pura: (a) longitudinal, (b) transversal.

Como la fuerza depende del estado de tensiones en la viga, ésta serd funcién de la coordenada /. De
la ley de Hooke resulta

F(h) DI
dd
donde F(h) es la fuerza aplicada a una altura /» medida con respecto a la superficie neutra y 84 es la

seccion transversal de la viga comprendida entre &2 v h+dh.
Considerando que

!0
Al

lo+Di Al

R+h h R
h
resulta

d4
F(h)= =z Eh (A2)

Las fuerzas que actian por encima de la superficie neutra tienen sentido opuesto al de las fuerzas que
actian por debajo de dicha superficie; estos pares de fuerza tienen un momento no nulo respecto a la
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superficie neutra. Integrando la densidad de momentos en toda la seccion transversal se obtiene el
momento total

M= JdA h F(h)

A (seccion
transversal)

Y utilizando (A2) resulta
E
M=—1 A3
R (A3)

donde se define T = J. dAI* .
A

La ecuacion (A2) se conoce con el nombre de ecuacion de la viga ya que permite hallar la forma de
una varilla en distintas situaciones de esfuerzo. En particular ,aplicando esta ecuacion se puede
determinar cudl es la forma de la viga voladiza con un peso en uno de sus extremos.

De la teoria de calculo en dos variables resulta que la inversa del radio de curvatura esta relacionada
con la ecuacion de la curva por [7]

Ya que la deformacion de la viga serd pequefia sera |dy/dx| <<1, luego

1 |d’y| d’y
R dx? dx?
y reemplazando en la ecuacién de la viga resulta
d*y
M=-FEI—
dx=

Por otra parte, el momento de flexién enla posicion x esta relacionado con la carga de la viga (P
= mg) segin

M=P(L-x)

Luego,

-

¥
P(L-x)=—E[—
dx*

Integrando esta ecuacion, con las condiciones de contorno: y(x=0)=0, dv/dx(x=0)=0 v sabiendo que
para un cilindro I = 7 d*/64 resulta la ecuacién

32 mg 5 1 4
‘1'(.r}=—ﬁd4E(L.\ —g.\)

El signo (-) se debe al la eleccion del sistema de coordenadas elegido.
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Apéndice B

La ecuacion que rige la evolucion espacio temperal del desplazamiento de una viga esta dada por [4]

als ds ic?:s
5}1'4 * -.’?f+JT.E {}fz B

0 (B1)

donde el témmino proporcional a la derivada de s sefiala los efectos del amorfignamiento.
Propomiendo la separacion de variables

s i)=Yt Xix)
v reemplazando esta forma funcional para 5 en B1 resulta

F+28T+@lF =0

¥ _Bx=0
donde
IE IE
o=—1>by &, =—K,
2p, P,

donde 7 es el momento de inercia seccional, E el modulo de Young, p;es la masa por unidad de
longitud y b un coeficiente de amortiguamiento.

La solucion para Y(t) resulta ser una senoidal con amortiguamiento J y frecuencia
2 2 .
W, =+ @y, — 0~ . La solucién para X(x) es:
X(x)=Acos(Ki x)+Bsen(K; x) + Ceosh(Ki x) +Dsenh(Kj: x)

Las condiciones de contorno que se le imponen al problema son escritas en términos de la funcion
X(x):

X(0)=X'(0) (por fijar la viga con una morsa plana. Si se fijase con una cuchilla por ejemplo.
X'(0) no esta forzada a valer 0)

X (L)=X""(L)=0 (la derivada segunda nula en L. define el radio de curvatura en L infinito)
Estas condiciones fijan que K debe verificar:

cos(Ki L)cosh(K; L)+1=0

De esta ecuacion trascendente resultan los valores de K:

K= 1.875/L; K;= 4.694/L; Ky= 7.855/L

Al excitar la barra probablemente no se existe solo un modo de oscilacion, por lo tanto §(Xg,f) sera
una suma de varias senoidales amortiguadas.
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