ON]?AS:
ES FISICA

Oscar E. Martinez






Prologo

Ahora que lo terminé me doy cuenta que este no es el libro que desearia usar
para mis cursos. Pero si es el que hubiera deseado cuando comencé a escribirlo hace
algunos afios (mas de cuatro para ser mas preciso). El libro estd ahi, es estatico, y el
curso es dindmico, cambia con cada alumno, con cada ocasion. Asi que a resignarse y
esperar que sirva como guia, y que cada docente en cada ocasion le dé su color personal
y circunstancial. Quizas por ello me llevo tanto tiempo completarlo, algo imposible sin
las palabras de aliento de mi familia, ese oportuno “deja de quejarte y terminalo” por lo
que les estoy infinitamente agradecido, y solo quienes me conocen sabran valorar lo que
ellas (Nelly, Laura y Sandra) debieron soportar. Pero ademas este libro lo sufrieron en
sus etapas tempranas varios grupos de alumnos y docentes auxiliares. A los alumnos el
agradecimiento por la paciencia (cuando la hubo) y a los docentes auxiliares el
agradecimiento por el esfuerzo puesto en cambiar la manera de enfocar la ensefianza
que debieron afrontar. Particularmente va el agradecimiento para Hernan Grecco y
Yanina Cesa, que lo padecieron en varias oportunidades al inicio y supieron
acompaiarlo con experimentos introductorios en cada tema.

Ondas es un tema viejo en la fisica, y hay montones de libros que se ocupan del
mismo. No se si he logrado hacer algo distinto que justifique un libro mas, pero la
intencion existié. Ondas es un tema en que no aparecen nuevas teorias, sino que se
manifiesta de manera especial el juego entre la teoria, el modelo y la realidad. Fue mi
intencion hacer esto explicito todas las veces que pude. Y a lo largo del libro reaparecen
los mismos problemas enriquecidos por nuevos enfoques y mayores detalles. Ondas es
transversal a toda la fisica y aparece en el marco de diversas teorias, mecdanica,
electromagnetismo, fluidos, mecénica cuantica, relatividad. Es por ello que el tema debe
encararse recurrentemente a lo largo de las carreras de fisica e ingenieria. Este es un
curso introductorio, pero que requiere de una base matematica sélida. No se pretende
conocimiento a priori de electromagnetismo, pero si los alumnos lo poseen es
conveniente que el docente aproveche la circunstancia para enriquecer con mas
ejemplos los temas acé desarrollados.

Comienza con el péndulo y termina con difraccion por objetos periddicos
tridimensionales. En el medio, modos normales, ondas propagantes, ondas en tres
dimensiones, interferencia y difraccion. En resumen: ondas. La Optica recibe un
tratamiento especial por un lado por su relevancia y por otro por ser un caso en que la
deteccion es cuadratica (se mide intensidad y no amplitud) y por requerir de trucos
especiales para determinar fases relativas. La Optica geométrica recibe un tratamiento
marginal, solo como caso limite, queda en cada docente el interés o la necesidad de
ampliarlo. Se busca ser muy explicito en las aproximaciones que se van introduciendo,
distinguiéndolas de las restricciones impuestas al rango de validez de las soluciones
propuestas. Al final de cada capitulo se incluye una guia de problemas que se pueden
hacer en paralelo con la lectura (avancen con el capitulo). No incluyo resultados pues
como siempre digo, el resultado no es importante, lo que importa es el camino. Saber el
resultado a priori suele confundir, ocultar las dudas.

En la escritura debi establecer un compromiso entre la extension y la claridad.
Quizés muchos temas o desarrollos hubieran requerido de mas espacio y ejemplos para
que el libro pudiera leerse sin ayuda. No es esta mi intencion, el libro es un auxiliar del
docente. Leerlo solo, duele.

Y una ultima advertencia, he notado a lo largo de mis afios de tambaleante
aproximacion a la docencia que hay una abusiva necesidad y un permanente reclamo
por entender “todo”, por salir de las clases sin dudas o con menos dudas. El
conocimiento no avanza asi, ni en la ciencia ni en el aprendizaje. Cada duda que se



resuelve, cada descubrimiento, abre las puertas a nuevas preguntas, nuevas dudas. No
quiero dar la impresion de un conocimiento acabado que solo debe ser “ensefiado”. Por
ello, si alguien termina un curso utilizando este libro y se va con la sensacion de haber
entendido, desde ya les pido disculpas.

Los comentarios y correcciones son bienvenidos, escribanme a oem@df.uba.ar
poniendo tema: libro ondas (es que soy de leer poco el correo electrénico).

Buenos Aires 30 de julio de 2007 Oscar E. Martinez

Deseo agradecer las multiples correcciones que he recibido de mis alumnos a lo largo
del afio 2007.

Buenos Aires 5 de marzo de 2008 Oscar E. Martinez
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- Qué es mas dificil, encontrar la respuesta o hacer la pregunta correcta?

Capitulo 1: )
OSCILADOR UNIDIMENSIONAL ARMONICO

1.1Caso de estudio:

Analizaremos el movimiento de una pelota de tenis colgada por medio de un hilo de
poliamida (tanza de nylon®) a un gancho en el techo.

Analisis preliminar:

Andlisis significa partirlo en pedazos mas simples para su comprension. El enunciado
anterior es una descripcion de una situacidon real, distinto a un enunciado de un
problema de curso de fisica. Pero es un problema real de fisica. La descripcion asi
planteada es muy resumida (no dice por ejemplo la marca de la pelota, su grado de
desgaste, el diametro del hilo, etc.) y puede surgir en el andlisis la necesidad de
incorporar mas informacién, es lo natural y habitual, pero rara vez ocurre en un
enunciado de problemas de la guia de trabajos practicos. La idea de estos casos es
introducir al lector en esta metodologia, ir reduciendo el problema real a algo parecido a
un problema de guia pero manteniendo lo relevante al problema real y teniendo claro
cuales fueron las consideraciones incorporadas para simplificar el enunciado (que
necesariamente limitan la validez de la respuesta).

Dado el titulo del capitulo un estudiante entrenado que ha cursado mecanica
probablemente describa al sistema como un péndulo “simple” o péndulo “matematico”.
Pero ya le habremos quitado al problema toda su riqueza y complejidad, y ni siquiera
sabriamos qué aproximaciones hicimos. Vayamos por partes.

Ya hemos restringido el area del conocimiento a la mecéanica al decir que
estudiaremos el movimiento. Supondremos cosas mas o menos obvias como la
estabilidad quimica del sistema (por ejemplo que no se descompone ni le prenderemos
fuego). Nuestro andlisis también serd macroscOpico, no tendremos en cuenta la
estructura atomica de los materiales ni del medio circundante (aire). Supondremos pues
que los materiales forman un continuo. El sistema tiene entonces infinitos grados de
libertad que son las tres coordenadas de cada punto. Entendemos por grado de libertad
a las coordenadas necesarias para caracterizar el estado del sistema. Entre los puntos del
material existen fuerzas de interaccion que los vinculan y condicionan sus movimientos
relativos. Una rapida observacion nos indica que si el sistema no interactiia con otros
que consideramos externos (excepto a través de la fuerza de gravedad de la Tierra),
tiende a una posicion de equilibrio que es con el hilo tenso en direccion vertical. Aca
conviene hacer notar que la gravedad estd explicita en el enunciado al indicar que
cuelga. Debemos distinguir esto de agregados que hagamos nosotros por exceso de
interpretacion, y que pueden dar lugar a olvidar casos relevantes, que llamaremos
“suposiciones no explicitas” y las abreviaremos por SNE.

Si ejercemos alguna fuerza adicional sobre el sistema lo apartaremos de ese
equilibrio. Veamos algunas posibilidades:
1-si apretamos la pelota, se deforma y al soltarla tiende a recuperar su forma. Un caso
particular es cambiar la presion ambiente.
2-si sacudimos la pelota ida y vuelta con cierta violencia, el hilo realiza movimientos
ondulatorios.
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3-si hacemos fuerza sobre la pelota hacia abajo, el hilo se estira. Al soltar, se recupera
parcialmente. Si la fuerza es excesiva, el hilo se rompe.

4-si golpeamos la pelota hacia arriba, el hilo se aparta de su forma rectilinea. Es obvio
que hay una asimetria en el comportamiento del hilo ante la extension o compresion.
5-si ejercemos una cupla sobre la pelota, tiende a rotar. Si el momento es segun el hilo
(y dependiendo de como se lo haya sujetado) puede ocurrir que al soltarla quiera
regresar a su posicion anterior, y oscile alrededor del equilibrio.

6-cualquier movimiento que le imprimamos que no rompa el hilo, veremos que después
de un tiempo queda oscilando como un péndulo o mas generalmente describiendo una
espiral hasta detenerse colgando vertical (péndulo bidimensional).

Este movimiento en vaivén es importante no solamente por su simplicidad, sino

porque veremos que tiene elementos en comiin con muchas otras situaciones en que un
sistema es apartado del equilibrio. En el analisis de sistemas fisicos mas o menos
complejos es comun seguir esa secuencia de estudio:
Primero buscamos las situaciones de equilibrio, luego el comportamiento ante
apartamientos del equilibrio para recién entonces hacer estudios mas complejos. Este es
un esquema muy exitoso en parte porque los sistemas que normalmente encontramos
estan cerca de un estado de equilibrio (al menos en un sentido amplio del término).

Posicién de equilibrio

Fig. 1.1.1
Fig.1.1.2

El experimento nos permitié encontrar una condicion de equilibrio. Es aquella en la cual
el hilo se estira por accion del peso hasta que su fuerza de restitucion eldstica compensa
la fuerza peso de la pelota (y su propio peso). El caso es descrito en la figura 1.1.1. Si
estas son las unicas fuerzas en juego, no hay ninguna otra posicioén de equilibrio, ya que
para compensar el peso el hilo debe estar tenso, y la tension es hacia el gancho en la
direccion del hilo (fig 1.1.2).

Hemos hecho una “suposicion no explicita” (SNE), que el hilo no ejerce
esfuerzos de corte (dijimos que la fuerza es el la direccion del hilo), algo que no
podriamos probar. Retomaremos este tema mas adelante.

Movimiento alrededor del equilibrio
Analizaremos para este caso el movimiento pendular, (caso 6 antes descrito) ya que
vimos que hay otros posibles. Haremos varias hipotesis

capitulo 1 8
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hipotesis fuerte 1: el hilo no tiene masa.

Con esto eliminamos todos sus infinitos grados de libertad. Que no tiene masa significa
que no tiene inercia y no se necesita energia para que acompaiie el movimiento. Suele
plantearse que la hipdtesis es valida por ser su masa mucho menor que la de la pelota.
Sin embargo el caso 2 de movimiento antes enunciado indica que es mas fuerte que eso.

hipotesis fuerte 2: la pelota es rigida.

Sabemos que la pelota es deformable, pero en el movimiento pendular no parece
deformarse apreciablemente (la presion aerodindmica varia alrededor de la misma
cuando se mueve respecto del aire, quizds esta hipdtesis no sea buena para objetos mas
blandos). Eliminamos con esto infinitos grados de libertad de la pelota, convirtiéndola
en un cuerpo rigido.

Al sistema le quedan 6 grados de libertad (las seis coordenadas que definen el estado de
un cuerpo rigido).

hipétesis fuerte 3: 1a pelota es puntual.

Soélo puede trasladarse. Le quedan tres grados de libertad. Esta hipodtesis parece simple,
pero segiin como ejerzamos la fuerza sobre la pelota va a tender también a rotar ademas
de trasladarse. Al contrastar nuestras predicciones del modelo resultante con la
experiencia, es importante evaluar si no estamos poniendo energia en hacer rotar la
pelota.

hipétesis fuerte 4: en el movimiento pendular la longitud del hilo permanece
constante.

Podemos incluir como parte de esta hipotesis que el anclaje del hilo al techo es puntual
y fijo. El experimento nos indica que el largo (al menos en apariencia) del hilo
permanece constante. Sabemos por el caso 3 el hilo es estirable y ejerce una fuerza
restitutiva, con lo que es dificil asegurar que al pendular no estd también oscilando
longitudinalmente. Esta hipdtesis normalmente es una SNE, con el riesgo de que no
podemos verificar a posteriori si es adecuada.

Estamos ahora ante una situacion nueva. Hemos hecho hipotesis cuya validez no

podemos garantizar. Ante esto tomaremos dos caminos posibles.

a- Una vez hallada la solucion, verificamos si es consistente con la hipotesis (por
ejemplo calculamos la tension del hilo y vemos si es constante: problema 6).

b- Eliminamos la hip6tesis cuando tengamos herramientas de calculo que nos permitan
cambiar por un modelo mas adecuado. (por ejemplo que el hilo es un resorte).

Sistema con un grado de libertad:

Hasta ahora el sistema quedd con dos grados de libertad. La pelota se puede mover
sobre la superficie esférica de radio 1, (largo del hilo) centrada en el anclaje en el techo.
Seglin como apartemos a la pelota del equilibrio el movimiento puede quedar
restringido a un plano, oscilando hasta detenerse (a menos que la accidén externa nunca
se apague). Quienes hayan leido el indice sabrdn que el caso bidimensional sera
analizado en el proximo capitulo. Por lo tanto ahora nos restringimos al caso
unidimensional. Esta es una restriccion, no una hipdtesis. Nos limitamos a estudiar las
condiciones iniciales y fuerzas que no saquen a la pelota del plano elegido. Esto es
posible gracias a que las fuerzas de gravedad y tension del hilo estan en el plano y
hemos supuesto que el hilo no realiza esfuerzos de corte (perpendiculares a su
direccion).

capitulo 1 9
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Que el sistema tenga un solo grado de libertad significa que su estado puede ser
descrito con una sola coordenada. Debemos elegir esa coordenada de modo que nos
resulte mas sencilla la formulacién del problema. Habiendo una posicion de equilibrio
es conveniente elegir la coordenada de modo que valga cero en dicha posicion. En la
figura 1.1.3 se muestra una posible coordenada, el angulo que subtiende el hilo con la
vertical. Utilizamos para indicar dicha coordenada la letra griega psi=y (mayuscula ¥#).

Fig. 1.1.3

Leyes de conservacion

Como todo problema dindmico, comenzamos a analizarlo a partir de leyes de
conservacion. Esto nos da una primera idea de los posibles movimientos. Dadas las
fuerzas presentes ain en el caso mas simple (péndulo libre) no se conservaran las
cantidades de movimiento lineal y angular. Analicemos la energia.

Energia cinética:
Siendo el desplazamiento
s=1y 1.1.1

y escribiendo la velocidad en funcion de

dy .
=l —=1 1.1.2
° ¥

donde introducimos como notacion que el punto indica derivada respecto del tiempo.
Queda

E.=tmlly’ 1.1.3
donde m es la masa de la pelota.
Energia potencial gravitatoria:

E, =mgh=mgl (1-cosy) 1.1.4

capitulo 1 10
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que se ilustra en la figura 1.1.4. Aqui g es la aceleracion de la gravedad. Hemos tomado
el cero en la posicién de equilibrio por comodidad. La expresion analitica 1.1.4 es
periodica, pues se repite cada vuelta, movimiento que no seria posible en nuestro caso
por estar colgado de un techo.

Restringimos adicionalmente a -n/2<y<m/2.

hipotesis fuerte 5: La aceleracion de la gravedad la hemos tomado como constante.
Hasta ahora era una SNE, ahora de ser necesario podremos evaluar cuan relevante es a
nuestro experimento. Por lo pronto que el hilo cuelgue de un techo nos indica que
probablemente su longitud es mucho menor que el radio de la Tierra. Estim4 qué error
introduce esta hipotesis.

0,9 -
0,8 -
07 1
0,6 1
0,5 -
04 1
03
02 -
0.1

Ep/mglo

Fig. 1.1.4. Energia

Si apartamos la pelota de su equilibrio (manteniendo las restricciones ya
impuestas) y la soltamos, caerd hacia el equilibrio, pero al pasar por ese punto ha
adquirido energia cinética y pasa de largo. Si no hay ningiin mecanismo de disipacion
(fuerza de rozamiento), llegard al otro lado a la misma altura (conservacion de la
energia). Al estar detenida vuelve a caer y regresa al punto de partida. Se encuentra
ahora en exactamente la misma situacion que al comienzo, y por lo tanto repetird el
movimiento. El resultado es entonces un movimiento periédico como el ilustrado en la
figura 1.1.5 (se ha exagerado explicitamente que no es sinusoidal).

Hemos hecho una hipétesis adicional de despreciar la disipacion. Al realizar el
experimento vemos claramente que el péndulo tiende a detenerse. Cuan buena es esta
aproximacion (cuanto se aparta esta prediccion de la realidad) depende de la calidad de
concordancia que queramos entre el modelo y el experimento.

A

]

Fig.1.1.5
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Si incluimos una fuerza disipativa en el modelo, entonces ya no se conserva la
energia, y la pelota en su primera oscilacion llega a una altura necesariamente menor. Si
tuviéramos una descripcion analitica de esta fuerza, podriamos calcular exactamente
cuanto menor serd esa altura. El movimiento cualitativamente se parecerd al graficado
en la figura 1.1.6.

[\,

A

Fig.1.1.6

Ecuaciones dinamicas:

Para obtener una descripcion mas detallada del movimiento del sistema, analizaremos
ahora las ecuaciones de movimiento. Como hemos impuesto un vinculo que obliga a un
movimiento unidimensional, descomponemos las fuerzas entre las tangenciales a la
trayectoria (perpendiculares al hilo) tomadas positivas en el sentido creciente de v y las
perpendiculares a la trayectoria (en la direccion del hilo), las que tomaremos positivas si
son centripetas (en la figura 1.1.7 ambas componentes del peso serian negativas). Las
centripetas (indicadas con subindice c) nos permitiran calcular la fuerza de vinculo
necesaria, mientras que las tangenciales (subindice t) nos daran el movimiento en si
mismo.

Fig. 1.1.7 ~

Expresaremos la aceleracion tangencial en término de la aceleracion angular (), que
es la derivada segunda temporal de nuestra coordenada:

a; =1,y 1.1.5

y por ser un movimiento circular de radio l,:

a, =1y’ 1.1.6

Igualando la fuerza a la masa por la aceleracion:

ma; =—-mg seny + Fp 1.1.7
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ma, =-mg cosy +T 1.1.8

Donde Fr es la fuerza de rozamiento. La primera ecuacion es la que buscamos, la
segunda nos permitird encontrar la tension del hilo y ver si algunas de las hipdtesis se
satisfacen (por ejemplo longitud de hilo constante).

Sin rozamiento

Nuevamente en la bisqueda por simplificar el problema, comenzamos por analizar la
dinamica en ausencia de disipacion:

Fr=0 1.1.9

Combinando 1.1.5 con 1.1.7 queda una ecuacién diferencial de segundo orden para i~

d*y
dt’

z—lésent// 1.1.10

o

Como en el rango de interés el signo de seniy es el mismo que el de y, estamos frente a
una aceleracion restitutiva (se opone al apartamiento del equilibrio). Esto es consistente
con el andlisis ya hecho sobre la energia y nos hace ganar confianza sobre no haber
cometido errores en el camino. Haremos una nueva aproximacion que no solamente
facilitara la resolucion de la ecuacion, sino que nos pondra ante un caso relevante por su
generalidad.

Pequeias oscilaciones

Supondremos que el apartamiento del equilibrio es en todo momento suficientemente
pequefio como para poder aproximar la aceleracion restitutiva por una expresion lineal
en la coordenada. Que la aceleracion y por ende la fuerza sean lineales en la coordenada
equivale a que la energia potencial sea cuadratico en la misma, o sea que estamos
aproximando un potencial que tiene un minimo por una parabola. Esto tiene validez
muy general para pequeios apartamientos, independientemente de la forma particular
del potencial, y por ende se llegard a ecuaciones similares para cualquier sistema
unidimensional ligeramente apartado del equilibrio. Desarrollando la funcion sinusoidal
en serie de potencias de y (recordar que el d&ngulo es medido en radianes):

seny =y -1y’ 4. 1.1.11
y en tanto
w >> 1y’ 1.1.12

la ecuacion 1.1.10 queda:

2
av.. g, 1.1.13

Esta es la conocida ecuacion del oscilador armoénico libre. Hemos encontrado pues que
en el rango de validez de las aproximaciones planteadas el comportamiento esperado es
una oscilacién armonica (sinusoidal en el tiempo). Y dado que esta es una ecuacion de
interés general que trasciende este caso, damos por terminado el planteo del mismo y
pasamos al estudio del caso general.
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1.2 Oscilador armonico libre

Como discutimos antes una ecuaciéon como la 1.1.13 se obtiene cuando un
sistema unidimensional es apartado ligeramente del equilibrio y se lo deja oscilar
libremente despreciando las fuerzas disipativas. La aceleracion de la coordenada que
corresponda es igual a: menos una constante positiva multiplicada por el apartamiento
del equilibrio. Escribimos esa ecuacion general como:

d’y 2
=-® 1.2.1
di oY

Donde expresamos la constante como un cuadrado para indicar que debe ser positiva.
Ahora le damos el paso a las matematicas. Estamos frente a una ecuacion de segundo
orden, por lo que al integrarla dos veces para hallar la variable de interés (i) apareceran
dos constantes de integraciéon. Buscamos una funcion que derivada dos veces sea
proporcional a menos esa funcion. Sabemos que las funciones sen(at) y cos(at)
satisfacen este requisito, por lo que ya tendriamos las soluciones si le damos el valor
adecuado a la constante a.

Utilizaremos un método un poco distinto y expresaremos la solucion de otra
manera, un poco mas larga ahora pero que redundard en ventajas a medida que
avancemos. Para ello aceptaremos que algunos de los pardmetros que aparecen en
nuestra solucion sean nimeros complejos. A medida que avancemos, si el lector no esta
muy familiarizado con los numeros complejos, recomendamos acompafiar la lectura con
la del apéndice 1.

La ecuacion 1.2.1 nos dice que la funcion es proporcional a su derivada segunda.
Sabemos que la funcion exponencial satisface este requisito por lo que proponemos una
solucidn del tipo:

w=e" 1.2.2
y sus derivadas seran:

w=ae" =ay 1.2.3
V=ay=ay 1.2.4
y remplazando 1.2.4 en 1.2.1 queda (para todo tiempo):
a’+wl=0 1.2.5

que es un polinomio en a del mismo orden que la ecuacién y cuyas raices dan los
valores de a tal que la solucion propuesta es valida. Si a no satisface la ecuacion 1.2.5
(polinomio caracteristico), entonces 1.2.2 no es solucion de 1.2.1. Este polinomio tiene
dos raices:

a=tio, 1.2.6

que nos da dos soluciones posibles:
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iot

v, =e 1.2.7a
W, = e_iw"t 1.2.7b

Por ser la ecuacion diferencial lineal, cualquier combinacion lineal de las soluciones
también sera solucion (ver problema 9) , por lo que la solucion general tendra la forma:
w=Awy,+By, = A" + Be™ 12.8

Noétese que por tener el polinomio caracteristico el orden de la ecuacion diferencial, el
numero de soluciones es igual al nimero de raices del polinomio, o sea al orden de la
ecuacion. Al hacer la combinacion lineal de esas soluciones aparecen tantas constantes
como orden de la ecuacion, y son precisamente las constantes de integracion esperadas.
Las constantes A y B salen pues de plantear las condiciones iniciales, mientras que la
constante ®, es una magnitud caracteristica del sistema fisico, la aceleracion restitutiva
al equilibrio.

Como necesitamos que nuestra solucion sea real y no compleja, la combinacion lineal
debe ser tal que la solucion sea real. Un camino alternativo lo da el problema 3, ya que
si hallamos una solucidon compleja, su parte real también serd solucion. Tomaremos
entonces como solucion:

w =Re{de'™ +Be ™'} =1{4e'""" + Be "'} +c.c. 1.2.9

donde c.c. indica el conjugado complejo (ver apéndice 1). Como ain no hemos
determinado las constantes A y B, el factor %2 puede ser absorbido por las constantes.
Desarrollando la expresion 1.2.9 y agrupando los términos de frecuencia negativa
(e"")y los de frecuencia positiva (¢'”') podemos obtener una expresion mas
conveniente:

w=Ae"" +Be" + B¢ + A =(A+ B ) +cc. 1.2.10

y escribiendo la constante compleja A+B =Ce'®, agrupando las exponenciales queda:
w=Ce“" 1. 1.2.11

Notar que con este cambio de notacion seguimos teniendo dos constantes de integracion
(ahora C y ¢). Si analizamos la solucion compleja graficamente vemos que el primer
término es un vector que rota con frecuencia angular ®, en el sentido antihorario y su
complejo conjugado rota en sentido horario, con modulo C y que ¢ es el angulo que
forma con el eje real en instante inicial (fase inicial). Escrita en su forma real queda:

v =2Ccos(w,t +¢) =y, cos(a,t + @) 1.2.12

donde vemos que la amplitud ), es dos veces el mdédulo C ya que en cada vuelta se
encuentran ambos términos cruzando el eje real al mismo tiempo y suman
constructivamente.

Caso particular: se suelta el péndulo desde un angulo y,. Veamos como se calculan las
constantes C'y ¢@. La posicion a 1=0 sera:

w=2Ccos(¢)=vy, 1.2.13
y la velocidad inicial, que se obtiene de derivar 1.2.12:
y(t=0)=-2Cw,sen(¢)=0 1.2.14
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de 1.2.13 C no puede ser nula, por lo que en 1.2.14 debe ser sen(@#)=0, que se satisface
para ¢=0. Insertando este resultado en 1.2.13 queda 2C =y ,. Con lo que a partir del

dato de la posicion y velocidad inicial hemos obtenido las dos constantes de integracion.
Otro ejemplo: el resorte. Oscilaciones longitudinales.

El resorte no es mas que la idealizacion mecénica del oscilador arménico. Se
denomina resorte a un arrollamiento helicoidal de un alambre tipicamente metélico
(;porqué metalico?) que tiene una forma en reposo a la cual intenta volver si es
deformado. En forma mas general se utiliza el término para cualquier dispositivo
mecanico que presenta una fuerza restitutiva eldstica. Cualquiera sea el sistema, el
comportamiento lineal con la deformacioén de la fuerza restitutiva (ley de Hooke) no
puede ser mas que una aproximacion valida para cierto rango de valores. Tarde o
temprano el sistema sufrird deformaciones permanentes al ser sometido a fuerzas
excesivas o prolongadas. Si ahora I, representa esa longitud de reposo del resorte, eso
no significa que es su longitud de equilibrio en una situacién mecéanica dada. Por
ejemplo si se cuelga del mismo un cuerpo de masa m, el peso estirara el resorte a una
nueva situacion de equilibrio. Ante esta nueva situacion experimental es comun hacer
un gran numero de aproximaciones y suposiciones hasta llegar a un modelo
unidimensional para el que vale:

d’l
m;z—k(!—lo)+mg 1.2.15

2

(Qué se ha supuesto sobre la masa del resorte para que sea valida esta ecuacion?
Construya las hipdtesis que considere necesarias para llegar de una situacion real a la
ecuacion 1.2.15.

La nueva posicion de equilibrio I es cuando mg=£k(l.-1,), si es que para tal estiramiento
sigue valiendo la aproximacion lineal. Definiendo la coordenada nueva como el
apartamiento del equilibrio armoénico:

y=I0-1,

se obtiene la ecuacion para el oscilador.
d’y  k
@ om

que es la ecuacion del oscilador armonico antes descrita.

Otro ejemplo: el resorte. Oscilaciones transversales.

Fig. 1.2.1

Analicemos el ejemplo presentado en la figura 1.2.1. Otro ejemplo interesante es el
presentado en la figura del problema 4. Acé la masa esta sujetada por dos resortes, y si
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se analiza la oscilacion transversal y no longitudinal, la fuerza restitutiva no resulta
proporcional al apartamiento. La componente de la fuerza que interesa es en la direccion
del apartamiento y no a lo largo del resorte. Dicha fuerza para un resorte resulta:
F =Fsen(0)=—k(I-1)x/l=—k(1-1/])x 1.2.16
y es necesario desarrollar esta expresion a primer orden potencias de x. Para ello hay
que escribir | en funcién de x:
P=a*+x" 1.2.17
Como en 1.2.16 ya hay un término lineal con x, hay que desarrollar el paréntesis
solamente a orden cero para que el producto quede desarrollado a primer orden. Por lo
tanto basta con reemplazar / por a, que en 1.2.16 queda:
d’x
dr?
Cabe notar que la aceleracion restitutiva resultante (y por lo tanto la frecuencia) es
menor que el caso de estiramiento longitudinal. En esta aproximacion lo que hemos
hecho es suponer que al moverse la masa en la direccion perpendicular al resorte, el
estiramiento es constante en el movimiento y la fuerza oscila debido a la aparicion de
una proyeccion que depende del angulo. Es similar al caso del péndulo en que la fuerza
no varia, pero la componente restitutiva si.

Una aproximacién interesante que a veces facilita la resolucion es la que se
puede realizar cuando el resorte estd muy estirado (y sigue siendo un resorte, o sea
ademads es muy estirable). En este caso vale
a>>1, 1.2.19

y la ecuacion 1.2.18 queda coincidente con la longitudinal (en este limite la frecuencia
transversal coincide con la longitudinal).

d*x
dt*

LY 1.2.18
m a

LI 1.2.20
m

1.3 Energia del oscilador armdnico libre

Analicemos ahora que ocurre con la energia en este oscilador. Para comenzar
recordemos que la fuerza restitutiva es proporcional al desplazamiento, lo que significa
que la energia potencial (su integral respecto del desplazamiento) debe ser cuadratica
con el mismo. La generalidad de este hecho proviene de que si estamos analizando
pequenos desplazamientos alrededor del equilibrio, la energia potencial debe tener un
minimo. Eligiendo cero el valor de la coordenada en dicho minimo y el valor de la
energia potencial Ep, al desarrollar la energia en potencias de la coordenada se obtiene:

dE,
dy

2
t//+%ili'//2 =3
7%

d’E,
dy’

E,(w)=E,(0)+ v’ =Cy’ 1.3.1

Si el término de segundo orden también resultara nulo, entonces habria que seguir con
ordenes superiores, pero en ese caso no se obtendria un oscilador armoénico, ya que la
fuerza restitutiva seria de orden superior (potencias mayores a uno). De todos modos
esto ocurre en muy raras ocasiones, como en casos particulares de transformaciones de
fase que se estudian eventualmente en cursos avanzados de solidos.

Tenemos pues una forma de energia proporcional a la coordenada al cuadrado.
La energia cinética por otro lado sera proporcional al cuadrado de la velocidad (o sea la
derivada temporal de la coordenada). Acd es importante tener presente que la
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coordenada que elegimos no necesariamente es proporcional al desplazamiento mas que
a primer orden en el desarrollo (ver problema 1). La energia cinética tendra la forma:

E.(y)=Cy’ 1.3.2

y podemos calcular ambas a partir de la solucion 1.2.12 como
E,(t)=Cy;, cos’(@,t + @) 1.3.3
E.(t)=Cy,; w.sen’ (.t + @) 134

Para el caso del péndulo con la coordenada elegida de las ecuaciones 1.1.2 y 1.1.3 es
C;=%mgl, y C;=%ml,’. Por el anélisis previo sabemos que ambas deben tomar el
mismo maximo, que para la energia potencial (ecuacion 1.3.3) ocurre cuando el coseno
vale 1, y para la cinética (ecuacion 1.3.4) cuando el seno es uno (esto ocurre a tiempos
distintos), o sea que

C =Cw 1.3.5

Cuando la velocidad llega a sus méaximos moédulos la posicion pasa por cero y
viceversa. Se dice que la coordenada y su velocidad estdn en cuadratura. La energia
total resulta:

E,(t)=Cy,; cos’ (ot + @)+ Cy, sen’ (ot +¢)=Cyr, 1.3.6

que como ya sabiamos se conserva (no es funcion del tiempo).

1.4 Oscilador armonico con disipacion

Hasta ahora hemos considerado una situacion ideal en que no hay fuerzas disipativas.
Nuestro experimento nos dice que tarde o temprano el péndulo tenderd a detenerse, es
decir que perderd su energia mecanica como consecuencia de alguna fuerza disipativa.
Para resolver el problema dindmico es necesario dar la expresion explicita de la fuerza
de rozamiento. Conocemos de mecanica dos fuerzas disipativas modelo:

a) Fr=-upN si estd en movimiento (el signo menos para indicar que se opone al
movimiento) y Fr<uEN si esta en reposo (upy g son los respectivos coeficientes de
rozamiento).

b) Fr=-yv

El caso a) tiene la dificultad analitica de obligar a cambiar de signo en cada punto de
retorno, evaluar si en dicha posicion se vence el rozamiento estatico y volver a escribir
la ecuacion. Su grado de dificultad es tal que lo dejamos como ejercicio. El caso b) es
mas facil de introducir analiticamente y por lo tanto es el que discutiremos aca. Sera el
experimento en todo caso el que nos dird cual es el mas adecuado (si alguno lo es) para
cada situacion, a menos que tengamos un modelo ya probado que nos induzca a aceptar
uno u otro. Por ejemplo, uno esperaria que en el péndulo el rozamiento con el aire se
ajuste mas a la expresion b, pero jcomo sera el rozamiento del hilo con el gancho, o la
friccion interna del hilo al deformarse? ;Cual es el mecanismo dominante? Verificar el
modelo con el experimento serd lo que nos permita ir ganando confianza en el modelo.
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Noétese que hemos dicho ganando confianza y no demostrado, ya que los experimentos
nunca demuestran la validez de un modelo, solo nos permiten ir ganando confianza en
sus predicciones. No se verifica experimentalmente un modelo, solamente se verifican
algunas de sus predicciones dentro del error experimental.

La nueva ecuacion sera:

d*y
dt?

= -y -y 1.4.1

donde las unidades de y son las mismas que la frecuencia.

La ecuacion sigue siendo lineal y expresa que la funcidon es proporcional a una
combinacion de sus derivadas. Utilizamos entonces el mismo método que para el
oscilador libre y proponemos como solucién la 1.2.2:

v =e" 1.4.2

con sus derivadas 1.2.3 y 1.2.4 que remplazadas en la ecuacion diferencial 1.4.1 da el
nuevo polinomio caracteristico:

a’+m+w’ =0 1.4.3

y nuevamente los valores permitidos del parametro a son las raices
2
a=—%i (lj — 1.4.4

estas raices seran reales si el término dentro de la raiz cuadrada es positivo, esto es si la
disipacion es tan grande que domina sobre la oscilacion. Si el rozamiento es tan grande
que el sistema no llega a oscilar se lo denomina oscilador sobreamortiguado. Graficar
este caso se deja como ejercicio. No es el caso de interés para la tematica de este libro y
se lo pospone para otros cursos. Analizaremos el caso en que el rozamiento es pequefio
y el sistema realiza muchas oscilaciones antes de perder una fraccion apreciable de su
energia. Es el caso

2
L) <o’ 1.4.5
2
en este caso tenemos dos raices complejas

a=—"-*tio 1.4.6

1.4.7

Tenemos entonces dos soluciones posibles

v o=e e 1.4.82
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w,=e e 1.4.8b

Y repitiendo lo hecho para el oscilador libre, tenemos como solucion general la
combinacion lineal de ellas, apareciendo nuevamente dos constantes de integracion, por
ser una ecuacion de segundo orden. Noétese que el término exponencial debido a la
disipacion es decreciente en el tiempo y comiin a ambas soluciones. La solucion general
es pues:

w=Ce e " ycc.=y, e cos(@'t +P) 1.4.9

Esta solucion puede interpretarse como una oscilacion armonica de frecuencia angular

w’, fase inicial ¢ y amplitud que decrece en el tiempo w,e * . En la figura 1.4.1 se
muestra el aspecto tipico de una oscilacion de estas caracteristicas.
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1.5 Energia del oscilador armdnico con disipacion

A partir de las ecuaciones 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.5 podemos escribir la energia total como

E, (t)=C,loly’ +vy’] 1.5.1
y es ahora la derivada temporal:

v = V/Me_%’[—%cos(a)'t+¢)—a)'sen(a)'t+¢)] 1.5.2

e introduciendo 1.5.2 usando 1.47 en 1.5.1 (luego de muchas cuentas)la energia queda:
2
E, =Cyle o+ %a)'sen[2(a)'t + )]+ [%j cos[2(0't + H)]} 1.53

Notar que la energia oscila al doble de la frecuencia del oscilador, lo cual es razonable
si pensamos que el modulo de la velocidad es maximo dos veces por oscilacion (una en
cada sentido). Podemos escribir 1.5.3 de una manera mas compacta:

E, =E,e” {1+ 2% sen[2(e0't + §)] + (Lj cos[2(0't + #)]t  1.5.4
2 20

2

o o

El término entre corchetes es periddico y se repite en particular cada vez que se cumple
un periodo completo. Llamemos a ese término f{?) :

Ep = E e "{f(t)} 1.5.5
Si calculamos la energia perdida en una oscilacion (un periodo) como la energia en el
tiempo ¢ menos la energia en +7, se obtiene:
E (t)—E (t+T)=E e f(t)-E e’ f(t+T)=E,e” f(t)(1-e )=E, (t)(1-e")
1.5.6

donde se ha utilizado que f(#)=f(t+7) . Si ademds utilizamos la condiciéon 1.4.5
(condicion de disipacion baja), podemos desarrollar el tltimo paréntesis en potencias de
yT a primer orden como:

1-e T =T 1.5.7

Y observando que en el ultimo término de la ecuacidon 1.5.6 ademas de este paréntesis
aparece nuevamente la energia total en ¢, la variacion de energia en un periodo queda:

AE, :;/ETT:2L?/ET _2 g 1.5.8
w

0

donde el factor Q asi definido se lo denomina factor de mérito del oscilador, ya que
indica en cuantas oscilaciones pierde una fraccion apreciable de su energia.

Para osciladores mecénicos es buen ejercicio que estimen valores tipicos de Q
(resortes, péndulos, péndulos de torsion, diapasones, etc.). Cuanto mas grande este
nimero mas se aproxima el oscilador a un oscilador libre ideal.

capitulo 1 21



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

1.6 Oscilador armonico forzado

Hasta ahora al oscilador lo apartdbamos del equilibrio y lo dejabamos
evolucionar. Veamos ahora que ocurre si lo sometemos a una fuerza que varia en el
tiempo y analizamos su movimiento mientras esa fuerza es aplicada. Esta claro que en
el momento que dejamos de aplicar la fuerza el sistema evolucionard como lo hemos
descrito antes (ecuacion 1.4.9) con las condiciones iniciales aquellas en que se
encuentre al dejar de aplicar la fuerza. La accién externa la indicamos como una
aceleracion generalizada a(?), que es la que aparece sobre la coordenada generalizada y
(su derivada segunda). Para convertirla en fuerza hay que multiplicar por la masa y la
constante de conversion de w a un desplazamiento (por ejemplo I, en el caso del
péndulo antes descrito). La nueva ecuacion de movimiento es:

2
%+ij+y”;—"t’=a(z) 1.6.1

(Qué esperamos?

Haremos un pequefio ejercicio de prediccion cualitativa. Este es un recurso importante
al encarar un problema, pues nos orienta a buscar la solucion por un lado, nos permite
ver la razonabilidad de la solucion que se obtenga y finalmente nos permite medir si
estamos teniendo alguna intuicion sobre la fisica involucrada. En primer lugar sabemos
que el sistema tiene una frecuencia propia a la que “le gusta” oscilar (falacia patética).
Si nosotros lo forzamos a una frecuencia mucho menor, es muy parecido al caso
estatico, aplico una fuerza y se estira (si es un resorte) proporcional a esa fuerza. El
movimiento sigue a la fuerza en fase, o sea oscila a la misma frecuencia que la fuerza
externa. Por otro lado si lo excito con una frecuencia muy alta (mucho mayor que la
propia) la inercia debe jugar algin rol, esperamos que no pueda responder
instantdneamente a dicha fuerza y el movimiento se atrase. Si lo excitamos a la
frecuencia propia del sistema, podriamos encontrar una solucién en que la fuerza que
realizamos compensa justo la fuerza disipativa. Pare ello pensemos que si el sistema
oscila sin fuerza externa, la fuerza disipativa es proporcional a la velocidad, que varia
senoidalmente a la frecuencia propia. Si la fuerza externa es senoidal, habra una
amplitud de movimiento en la que cancela justo la fuerza disipativa (si se ajusta el
movimiento a la fase correcta). Esto es asi siempre que la fuerza vaya en el mismo
sentido que la velocidad, o sea si la velocidad y la fuerza estan en fase. El movimiento
tendria que quedar en cuadratura con la fuerza. Habiéndose cancelado la fuerza
disipativa con la forzante el movimiento serd el del oscilador libre. Esto solamente
puede ocurrir si se lo fuerza a la frecuencia propia del sistema.

Veamos ahora un poco de matemdticas sobre como resolver este problema.
Supongamos que somos capaces de hallar soluciones a este problema, y sean y,; y ¥,
dos de dichas soluciones. Podemos demostrar que su diferencia

V=V, ¥ 1.6.2

es solucion de la ecuacion homogénea, o sea con a(?)=0. Para esta demostracion basta
con reemplazar 1.6.2 en la ecuaciéon homogénea y utilizar 1.6.1 para cada una de las
soluciones particulares. Notar que esta es precisamente la ecuacion ya resuelta 1.4.1.
Por lo tanto como conocemos todas las soluciones a dicha ecuacion (todas las posibles
¥ ), con solamente encontrar una y, tendremos todas las soluciones posibles a 1.6.1 ,
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ya que cualquier otra solucion por 1.6.2 serd la ya hallada mas alguna de las soluciones
homogéneas también conocidas. A , se la conoce como solucion particular, y a las
como soluciones homogéneas. La solucion particular dependera de la forma particular
(valga la redundancia) de a(?). Analicemos el caso

a(t) =a, cos(wt) 1.6.3

Veremos mas adelante que esta forma funcional tiene importancia por varios motivos,
una porque muchos sistemas reales son excitados precisamente de esta forma, otra
porque cualquier otra forma funcional de interés puede ser escrita como superposicion
de formas armonicas de distintas frecuencias (Fourier). Por otro lado es una manera de
investigar las propiedades del sistema llamada espectroscopia en la que se estudia
experimentalmente la respuesta del sistema a excitaciones armonicas variando de
manera continua la frecuencia en el rango de interés (o sea en el rango en que se espera
encontrar las resonancias).

Utilizaremos nuevamente la notaciéon compleja para facilitar encontrar una
solucion particular. Propongo una aceleracion forzante:
a(t)y=a,e" 1.6.4
donde la parte real coincide con la propuesta 1.6.3. La parte real de la solucion
particular que encuentre para 1.6.4 serd solucidon particular para 1.6.3 (demostrarlo).

Nuevamente resulta razonable ensayar con una solucién exponencial proporcional a
1.6.4:

y,=Ce" 1.6.5

reemplazando en 1.6.1 con 1.6.4 se obtiene la ecuacion algebraica:

(@) -0 +ioy)C=a, 1.6.6
con lo que se encontrd la solucion:

a4 4@ o)
(0, -0’ +ioy) (0] -0®) +(0y)’

1.6.7

donde se ha utilizado el truco de multiplicar y dividir por el conjugado del
denominador, para que quede una expresion explicita para las partes reales e
imaginarias. Escribiendo:

C=4-iB 1.6.8
La solucion buscada, que es la parte real de 1.6.5 queda:

y, = Acos(awt) + Bsen(wr) 1.6.9
con

A= Cul@ —@) 1.6.10

(@, @)’ +(@y)’

a,oy

2 212 2
(@, —0")" +(oy)
En la figura 1.6.1 se puede ver un grafico tipico de estas dos funciones. Hemos
mantenido la separacion entre parte en coseno y en seno, pues ahora la fase tiene un

B = 1.6.11
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significado muy preciso pues es la relacion entre la fase del movimiento y la fase
forzante. Si cambiamos el origen de tiempo, cambia en la misma magnitud la fase del
forzante y la del movimiento, manteniéndose la diferencia.

Notese que en la solucion particular no aparece ninguna constante de
integracion, ya que las dos necesarias estan en la parte homogénea que debemos sumar
para obtener la solucion completa:

v=y,+y, 1.6.12

Esta solucién general se ajusta con las condiciones iniciales, que determinan los valores
de los coeficientes contenidos en i, . Si analizamos la forma de esas soluciones, vemos

que v, decae con un tiempo caracteristico 7 =1/y, por lo que si dejamos pasar un

tiempo grande comparado con T, la parte homogénea de la solucion se habra hecho tan
pequena que resulta despreciable. Entonces

vy, para t>>1 1.6.13

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06 I I I I I I I I I
o]

1.6.1 oscilador forzado (idénticos parametros a 1.4.1)
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 5 10 15 20 25 30
t(s)

Fig. 1.6.2 Oscilador forzado. Parametros =4, w,=1; y=0,1. A) soluciéon homogénea (se
observa como tiende a extinguirse). B) Solucion completa (se observa como tiende a la
solucidn estacionaria.. C) idem B detalle del transitorio.

A esta solucion a tiempos largos se la denomina “estado estacionario”, y es la
que se utiliza habitualmente para describir el movimiento resultante ante un oscilador
forzado. No hay que perder de vista que la solucidn asi expresada vale solamente para
tiempos largos. En este caso el sistema pierde memoria de su estado inicial y queda
dominado por el forzante.

En la figura 1.6.2 se ilustra la evolucidon temporal para el caso de un
oscilador forzado en que se incluyen las soluciones homogéneas. Se puede observar
como se van extinguiendo las oscilaciones en las frecuencias propias del sistema,
quedando oscilando a tiempos largos a la frecuencia del forzante.

Analicemos un poco el resultado obtenido. Para ello veamos la relacion entre la
componente en cuadratura (B) y la componente en fase (A) con el forzante, a partir del

cociente entre 1.6.11 y 1.6.10:

B wy wy

—=—F"—C= 1.6.14

4 (@ -0*) (0,+0)0,-o)
Analizamos primero lejos del pico, o sea

a)o—a)|>>;/ 1.6.15
en este caso queda

B @ 3 1.6.16

‘Z‘ (@ +0) |0, 0
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con lo que:

|B| <<|4 1.6.17

o sea que domina el término en fase. Si estamos a la izquierda del pico, o sea cerca del
cero en frecuencia, 4 es positivo, y significa que el oscilador sigue a la fuerza. En

particular en @ =0, es A=a,/®. que es la solucién estética (para el péndulo quedaria
klw=F).S1 o <<, resulta A=a,/ a)g y el movimiento sigue a la fuerza en forma

cuasiestatica (tomando en todo instante el valor de equilibrio) v =(a, / a)g )cos(at ).
Si @ >> w, el movimiento estd exactamente en contrafase (A es negativo) con la fuerza.
Justo en w = w, el término en fase se anula (4=0), y queda exactamente en cuadratura,
con un valor para B:

B=-"o 1.6.18
oY
con lo que
W= %o sen(w,t)
“;07 1.6.19
w=—2cos(w,t)
Y
quedando
i =a(t) 1.6.20

que indica que la fuente externa justo compensa el rozamiento en cada instante de modo
de aprovechar al maximo el trabajo de la fuerza exterior para sustentar el movimiento.
Vemos que este resultado coincide con nuestras expectativas del andlisis previo.

1.7 Energia, potencia y resonancia

La fuerza externa armoénica estd realizando un trabajo sobre el oscilador, y como
discutimos antes sera siempre positivo si la fuerza esta en fase con la velocidad, lo que
ocurre solamente en @ =®,. Veamos entonces como es este trabajo en funcion de la
frecuencia. Como i es una coordenada generalizada, la velocidad es proporcional a su

derivada temporal y la fuerza proporcional a la aceleracion generalizada a. La potencia
que entrega la fuerza externa es proporcional entonces al producto de la aceleracién por
la derivada temporal de la coordenada:

P ocay =a,wcos(wt)[—Asen(wt) + Bcos(wt)] 1.7.1

donde la constante de proporcionalidad dependera de la coordenada generalizada
particular que hayamos elegido.

En el caso particular del péndulo antes descrito aparecera ml, para pasar de la
aceleracion generalizada a la fuerza y otro /, para pasar la velocidad generalizada a
velocidad, con lo que hubiera quedado:

P=mllay . 1.7.2
Reagrupando 1.7.1 llegamos a:
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P oca,w/Bcos®(wt)—1L Asen(2wt)] 1.7.3

Vemos que el primer sumando no cambia de signo en el tiempo ya que proviene del
movimiento en que la velocidad esta en fase con la fuerza. El segundo sumando, que
proviene del movimiento en que la velocidad esta en cuadratura, oscila cambiando de
signo ya que a veces la velocidad tiene el mismo signo que la fuerza (el sistema recibe
el trabajo) y a veces se oponen (el sistema realiza trabajo contra el exterior).

Si denominamos como <f> al promedio temporal de cualquier funcién del tiempo en un

periodo de oscilacion, que se obtiene como:
t+T /2

< £ () >=% [ r@ar 1.7.4

t-T/2

que es equivalente a buscar el valor constante que encierra el mismo area en un periodo.
En la figura 1.7.1 se ilustra el caso de una funcion periddica cualquiera y se muestra el
rectangulo que encierra igual area por periodo, que resulta ser el de altura unidad en este
caso.

Entonces para la potencia entregada por la fuerza externa se tiene:
t+T/2

<P>ox— Iaaw[B cos’ (') —+ Asen(Qaort'))dr' 1.7.5

t-T/2

3
05 \/ \/ f
1 L ‘ S ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
t

Fig. 1.7.1: Ilustracion del concepto de valor medio de una funcién periodica.

El segundo sumando en el integrando oscila dos veces en T, por lo que su integral
facilmente se puede demostrar que se anula. El coseno cuadrado es siempre positivo, va
entre 0 y 1 de manera simétrica, por lo que su valor medio serd '4 (se deja la integral
como ejercicio). Queda pues (usando 1.6.11):
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2
a0y

1.7.6
(0; —0")" +(wy)’

< P> wB=

y observando que toma su valor maximo (que llamaremos P,) en w=wo,, queda
expresado como

2,2
R’y

1.7.7
(0, —0°)" +(wy)’

<P>=

Para el caso particular del péndulo se hubiera obtenido:

1.7.8

Hagamos un andlisis de este resultado:
En primer lugar notemos que el trabajo realizado por la fuerza en cuestion en un ciclo
completo es la potencia media multiplicada por el periodo. Para frecuencias muy bajas
(situacidn cuasiestatica) la potencia instantanea (1.7.3) es casi cero pues la velocidad es
muy pequefia (proporcional a ®). Pero este no es el motivo por el que se anula la
potencia media, ya que cuanto mas pequefia es la frecuencia, mas largo el tiempo de
integracion (T). La potencia media se anula porque el trabajo neto en un ciclo a baja
frecuencia es nulo, ya que el oscilador es empujado la mitad del ciclo y frenado la otra
mitad. Cuando la frecuencia de excitacioén coincide con la propia, el movimiento queda
en cuadratura con la fuerza que resulta estar siempre empujando. Se tiene alli la maxima
amplitud de movimiento y la maxima transferencia de energia de la fuerza externa al
sistema. A esta condicion en que se excita al sistema a su frecuencia propia y se obtiene
la méxima transferencia de energia se la denomina resonancia. Para altas frecuencias,
nuevamente tiende a cero la potencia media y la amplitud queda reducida a valores muy
pequenos. Para hallar el ancho de esta curva, buscamos los valores de ® para los cuales
la potencia se reduce a la mitad:

2,2
<ps=— L0V _lp 1.7.9
(0, ~@*) +(wp)’ 2°

que se satisface para

(@) —0°) =(wy)’ 1.7.10

que tiene dos soluciones positivas (las que buscamos) y dos negativas que no tienen
significado. Las soluciones son:

o

2
o, =+ L] +L 1.7.11
: 2) T2

y la distancia entre ambas (ancho total a altura mitad de la curva) es

Aa):a)l—a)zzyzl 1.7.12
T

o alternativamente
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Aw =1 1.7.13

Hemos llegado a una relacion importantisima de la fisica sobre la que
volveremos en muchas oportunidades, y es que el producto del ancho de la curva de
resonancia multiplicado por el tiempo de respuesta del sistema es un nimero del orden
de la unidad.

Observemos que si realizamos un experimento en el cual vamos variando la
frecuencia de excitacion a amplitud forzante constante y medimos la energia entregada
al sistema (absorcion) el maximo de la curva nos da la frecuencia propia ®, y el ancho
nos da el valor del coeficiente de disipacion y. Este tipo de mediciones no requieren de
un seguimiento temporal de la evolucion del sistema y ni siquiera del conocimiento del
estado inicial del mismo, por ello se ha convertido en un métodos de caracterizacion de
sistemas fisicos muy difundido conocido como espectroscopia.

1.8 La Lorentziana

En muchos sistemas fisicos de interés el factor de mérito Q de las resonancias es
alto, es decir vale la relacion 1.4.5 que recordamos:

2
(Zj «<a? 1.8.1
2

Si deseamos ver la forma de la curva de resonancia en la region donde toma
valores significativos, esto es para

|a)—a)n|<< o, 1.8.2

Podemos simplificar el denominador comun a tantas expresiones anteriores que
es:
1 1 1

D) (@ -V +(@y) (o, +0) (0, —o) +(@y)

Y usando las aproximaciones antes mencionadas, reemplazamos @, + @ por 2m,

1.8.3

y ®Y por ®yY, quedando:
1 1

D(@) ~ 4a)l(@, ~@) +(7/2)]
A la forma funcional obtenida, que si la renormalizamos para que su valor
maximo sea la unidad queda:

1.8.4

1
R(CU) —W 1.8.5
(r/2)*

se la denomina curva Lorentziana o curva de Lorentz. En la figura 1.8.1 se ha graficado
un ejemplo de esta curva (curva en guiones), con @, =10 y y =1. Se la compara con la

expresion sin aproximar (curva llena)..
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1.8.1-a Potencia disipada: comparacion entre expresion exacta y
anroximacion

08

0.6 i

05 /

04 /

0.3 v

0.2 -

0.1

I 1 | |
9 9.5 10 10.5 ih 11.5

1.8.1-b Potencia disipada:

Si se calcula la energia media almacenada, la potencia media perdida por
rozamiento o la amplitud del movimiento en cuadratura con la fuerza con estas misma
aproximaciones, se obtiene la misma forma funcional. Debe notarse que la expresion
1.8.5 es simétrica respecto de la resonancia, cosa que no ocurre con la expresion previa
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a la aproximacion. Se deja como ejercicio sugerido repetir estas aproximaciones para las
curvas recién mencionadas.

1.9 Otro caso de estudio

Observamos en una plaza en las hamacas dos chicos. En el primer caso la madre lo
empuja para mantener la oscilacion. En el segundo el chico se hamaca solo, sin ayuda
externa. ;Podemos describir estos movimientos en base a lo estudiado?

Aclaracion: no se busca una explicacion socioldgica o sicoldgica sobre la relacion con
los padres. La pregunta es sobre la fisica de la situacion.

Este caso queda para la discusion en clase. Se sugiere simular ambos casos con el
modelo empirico de la pelota que cuelga del hilo.
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Apéndice I: nimeros complejos

Tienen la forma: z=a+ib
, 2
Con a y b numeros reales e i=-1

Donde a es la parte real y b la parte imaginaria y se denota como:
Re(z)=a Im(z)=b

Se los representa en el plano con la parte real en la abscisa y la imaginaria en la
ordenada.

Im a

Moédulo: |z| = \/az +5?

Suma de complejos:

Z]Zal+ib1 Zzzaz+ib2
71+ zy=a;+Hibjtar+ib,= a;+ ay+ ib;+ib,
RC(ZH‘ Zz): Re(zl)+ Re(Zz) Im(zﬁ- Zz): Im(Zl)+Im(Zz)

Nota: en la refpresentacion grafica se corresponde a la suma de vectores.
Producto de complejos:

Z1. z;=(a;+1by)(axtiby)= (a; a-b;by)+i(a; by- a;by)

Notar que el la parte real del producto NO es el producto de las partes reales.

Notacion polar:

z = p(cos ¢ +isend) con p= |z|

Notacién exponencial:

e'? = cos @ +iseng z= ,oei"j
Notar que:

e'?| = \/0032 ¢+sen2¢ =1

Producto en notacion exponencial:

zj.zy = p]ei¢1 pzei¢2 =p1pzei(¢1+¢2)

de donde
2122] = p1pa =il

exponente complejo:
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e = e?th = g4t osea: p=e? y p=b
Derivadas:

z(t)=f(t)+ig(t) confy g funciones reales

z=f+ig

Desarrollo en serie:

SRS L AT Bt P
cos(¢p)=1 2¢ +4/¢ + (2n)/¢ +

_ o 13 15 Bt S Ty
sen(@)=¢ 3/¢ +5/¢ +...+(2n+1)/¢

el :1+i¢+é(i¢)2 +é(z‘¢)3 +...+i/(i¢)" +...=cos(¢)+isen($)
! n!

Complejo conjugado:

E:a—ib:pe_i¢ = p(cos ¢ —isend) A
z
Z+E:a+ib+a—ib:a:Re(z) >
2 2 _
en notacidon exponencial: z

z+Zz pei¢ +pe_i¢ ¢'f oY

= = pcos
5 p P pcosd

pues
e? 117
——=cos

> ¢
analogamente
e'? —e7i
———=ysen

2i ¢

z—z a+ib—a+ib
2i 2i

=b=1Im(z)= pseng

con lo que una manera de hallar las partes reales o imaginarias es sumar o restar el
complejo conjugado.

Producto por el conjugado:
o . _ 2
¢pe i¢ :p2ez(¢ $) :p2 :|Z|

= i
7z = pe

y usando esto se puede escribir la inversa como:

1 1z z
z

o7 12
zz |z|

expresion que facilita hallar las partes reales e imaginarias de la inversa.
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Guia 1

0)Encuentre la parte real, el modulo, la fase y el conjugado de

7= 1 . 7= peiqﬁeiwt 7 :ea+ib 7 :ei¢1 +ei¢2
a-+ib

z=Ae"” + Be'> con A, B, py ¢ reales.

1) Escriba la ecuacion del pendulo usando como coordenadas: A

a) X z
b) z \
c) E=seny v

Escriba la energia potencial y cinetica en dichas coordenadas.
Discuta cuales elecciones son razonables y cuales no, y porque.

&

v

2)- Resuelva el pendulo en pequefias oscilaciones tomando como
coordenada el angulo entre el hilo y la horizontal (techo). Prob 1
3) Demuestre que si y es una solucién matematica compleja de la ecuacion del

oscilador armoénico, su parte real tambien es solucion.

4) Escriba y resuelva las ecuaciones de movimiento para los siguientes sistemas.
a) Péndulo de longitud 1 en un campo gravitatorio constante g. Discuta todas las
aproximaciones realizadas. Demuestre que sin dichas aproximaciones la superposicion

lineal de dos soluciones no es solucion (el sistema no es

lineal) | I
b) Oscilaciones longitudianles del sistema de la figura para
los dos casos limite: i) resorte poco estirado ii) resorte muy
elongable (slinky).

¢) Oscilaciones transversales del sistema de la figura

nuevamente para los mismos dos casos limite. Analice
cuidadosamente las aproximaciones realizadas y para el caso i, describa las diferencias
entre resortes inicialmente elongados (1>1p) y aquellos inicialmente relajados (1=ly).

En todos los casos discuta el significado del limite cuando la constante restitutiva tiende
a cero.

Compare las frecuencias de los modos longitudinales con los transversales.

5)-Resuelva el resorte vertical con un peso colgado usando como cero de coordenadas la
del resorte en reposo sin peso. Escriba la energia potencial (gravitatoria mas eléstica) y
encuentre el equilibrio y la curvatura. Al oscilar, ;la energia potencial es solo la del
resorte o tambien oscila la potencial gravitatoria?

6)-calcule la tension del hilo en funcion del d&ngulo para un péndulo en pequenas
oscilaciones. Discuta la validez de la hipotesis de longitud de hilo constante. De valores
de orden de magnitud razonables a los parametros que necesite para la discusion.
Discuta la validez de la aproximacién g=constante.

7) Oscilador amortiguado. Si la condicion inicial es =y, y ¥ =0. Encuentre la
solucion a la ecuacion de mivimiento y escriba cual es la energia inicial.
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8)-se tiene un péndulo que oscila con una disipacion tal que su amplitud se reduce un
10% cada 10 oscilaciones. Con que precision deberiamos determinar su longitud para
notar el corrimiento en su frecuencia debido al rozamiento?

9)-verifique que si ¥; y ¥, son soluciones de la ecuacion del oscilador armonico libre,
cualquier combinacion lineal y=A4 y; +By, tambien es solucion. Muestre que esto
tambien vale si la fuerza disipativa es porporcional a la velocidad. Vale si es un
rozamiento constante?

10) Para un péndulo con fuerza de disipacion proporcional a la velocidad calcule el
trabajo que realiza la fuerza de rozamiento y compérelo con la pérdida de energia.

11)-Resuelva un oscilador arménico libre al que se le agrega una fuerza de rozamiento
constante. Sugerencia: resuelva cada media oscilacion agregando la fuerza que cambia
la posicion de equilibrio. Calcule el movimiento cada medio ciclo. Evalue como cambia
la amplitud cada medio ciclo. Calcule como es esa amplitud maxima en funcion del
nimero de oscilacion y comparela con una fuerza disipativa proporcional a la velocidad.

12)-grafique las soluciones al oscilador amortiguado en el caso de amortiguamiento
critico y en el sobreamortiguado.

13)-a) resuelva de manera completa el oscilador forzado excitado en el pico de
resonancia (@ = @, ) con la condicion inicial de estar en reposo en su posicion de
equilibrio.

b) simplifique la expresion para el caso en que y <<, y grafiquela para poner en
evidencia como el sistema tiende a su solucion estacionaria.

14) Construya un péndulo de torsion, mida sus pardmetros relevantes y escriba la
ecuacion diferencial que describe su movimiento.

15) Discuta entre los distintos osciladores unidimensionales que se le ocurran factibles,
cual construiria para verificar las predicciones del modelo de oscilador arménico libre.

16) Repita el porblema 13 para el caso en que no se lo excita en el pico de resonancia.
Resuelva y grafique en forma completa el caso de muy baja frecuencia.

17) Resuelva el oscilador arménico sin pérdidas y muestre que cuando domina la
solucion eléstica (lejos de la resonancia) la solucion hallada aproxima adecuadamente a
la que tiene en cuenta las pérdidas.

Nota general: en todos los problemas (de todas las materias), analice a priori qué
puede predecir sin hacer calculos y analice a posteriori qué podria haber predicho sin
hacer célculos. Si va achicando la diferencia entre ambos esta aprendiendo los
conceptos (o perdiendo capacidad de analisis).
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Si el nimero de mediciones que puede realizar la humanidad es finita ;No
deberia ser infinito el nimero de teorias que ajustan a esas mediciones?

Capitulo 2:
SISTEMAS CON MAS DE UN GRADO DE LIBERTAD

2.1Caso de estudio:

Se tienen dos barras de acero de seccion cuadrada de 1m de largo y 1cm de lado
soldadas perpendicularmente a un alambre de seccion circular mas delgado (de 2mm de
diametro) de modo de quedar colgando paralelas y separadas 20cm. El alambre es
apoyado entre las dos barras en un soporte en v, de modo de poder rotar libremente. Se
observa que si se aparta el sistema de equilibrio haciéndolo rotar rigidamente, tiende a
oscilar como un péndulo fisico. Si en cambio se aparta como un péndulo una sola de las
barras impidiendo que la otra gire, y se libera el sistema el movimiento tiene un
comportamiento mas complejo. Se busca describir ese comportamiento.

El sistema es ilustrado en la figura 2.1.1 y 2.1.2. Alli definimos los dngulos o y
B que son las coordenadas relevantes al problema que queremos describir. En realidad el
sistema tiene mas grados de libertad que éstos, por ejemplo se lo puede mover en la
direccion del alambre hasta hacer tope con el soporte, se lo puede levantar del mismo,
se puede doblar el alambre e incluso romperlo. Estos grados de libertad son importantes
en cuanto al cuidado del objeto, lo que no es algo menor en un experimento. El
movimiento que nos interesa estudiar esta limitado a estos dos grados de libertad. Para
ello verificamos experimentalmente que al hacerlo oscilar como hemos descrito el
sistema no tiende a trasladarse.

20cm N A
e, ER
A L 1
1
1
o
L L v B

Figura 2.1.1 Esquema de los péndulos de torsion acoplados.

Para modelar el sistema necesitamos hacer algunos experimentos cualitativos
para entender su comportamiento. Si tomamos ambas barras y las apartamos del
equilibrio en la misma direccidon, vemos que aparece una fuerza restitutiva como si fuera
un péndulo rigido. Si en cambio las apartamos angularmente entre si (ot y B en sentidos
opuestos) vemos que es deformable y aparece una nueva fuerza restitutiva del tipo que

capitulo 2 37



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

se observa en un péndulo de torsion (problema 1.14). Si el apartamiento es pequefio el
torque restitutivo se puede aproximar por una constante de torsion Q multiplicada por el
angulo entre las dos barras (a-f3). Como los movimientos de las barras estan limitados a
girar sobre un eje, escribimos las ecuaciones de movimiento en funciéon de las
aceleraciones angulares y los momentos de inercia como:

~ soldado
Alambre
|| [T Barra Smm
Figura 2.1.2 Vista en perspecti_va del dispositivo
2
I‘th‘=—mgzoa—g(a—ﬁ) 2.1.1
d’p
1 e =-mgl,f-0(f—-) 2.1.2

Donde /,=I/2 es la distancia del eje al centro de gravedad, / es el largo de la barra y ya
se ha hecho la aproximacion para angulos pequefios. Notese que el primer sumando del
segundo término es el momento que ejerce la fuerza peso respecto del eje de rotacion.
El momento de inercia / es el de la barra respecto del eje y vale:
I=ml*/3 2.13
y es igual para ambas barras.

Si dividimos ambas ecuaciones por el momento de inercia /, quedan constantes
que tienen unidades de frecuencia al cuadrado, una relacionada con el movimiento
pendulante y la otra con la componente de torsion. Las llamaremos:

02 =8 _& 2.14
JRE

wﬁ:g 2.1.5
I

donde /’es el largo equivalente del péndulo fisico (centro de percusion). El valor de
I’depende de la forma particular del péndulo fisico, y para el caso particular de la barra
es [’=2/3l.

(Qué esperamos?
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Hacemos un andlisis a priori cualitativo con lo que hemos descrito hasta ahora. Nuestra
solucion debe incluir una en la cual ambas barras oscilan juntas (a=p) a la frecuencia
del péndulo fisico m,. Ademas si apartamos ambas barras de modo que (a=-3) se debe
comportar como un péndulo de torsion cuya aceleracion restitutiva se suma a la del
péndulo (que sigue presente). Esto debe dar lugar a una oscilacion simétrica donde se
mantiene todo el tiempo a=-f y como la aceleracion restitutiva es mayor, la frecuencia
de este movimiento debe ser mayor. Sera mas dificil hacer el analisis cualitativo a priori
para otros movimientos como el del caso en estudio. Veamos pues como resolver la
matematica de este sistema.

Si observamos la estructura de las ecuaciones de movimiento 2.1.1 y 2.1.2,
vemos que hay cierta simetria. Si sumamos ambas ecuaciones nos queda a la izquierda
la derivada segunda de la suma y a la derecha el término en la diferencia se cancela,
quedando un término proporcional a la suma:

d’ (a+ﬂ)
e - ((x+,6) 2.1.6

Si en cambio restamos ambas ecuaciones quedan solamente términos proporcionales a
la diferencia entre las coordenadas:

d’ (Z‘t A _ —0*(a - f)- 20k (a - B) 2.1.7

Nos han quedado dos ecuaciones no acopladas de dos osciladores armonicos
independientes que podemos escribir definiendo nuevas coordenadas generalizadas:

a+p
= 2.1.8
2
a-p
v, = 5 2.1.9

con las ecuaciones de movimiento

2

d;fl -0y, 2.1.10
dZ
7”’?:—(@;+2w§)% 2.1.11

Que tienen como soluciones respectivas:

v, = 4" yec. 2.1.12
v, = A, 1 e 2.1.13
con
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22
@O 2.1.14

2 2 2 U
0, =, +20;

Cabe notar que nuevamente las frecuencias son iguales a las aceleraciones
restitutivas, en un caso igual a la proveniente de la gravedad de igual manera que en el
péndulo y en el otro con un término adicional debido a la aceleracion restitutiva
proveniente de la torsion de la barra de acople.

Tenemos entonces cuatro constantes de integracidon, consistente con dos por
grado de libertad. Invirtiendo 2.1.8 y 2.1.9:

a=y, +ty, 2.1.15
B=v, -y, 2.1.16

Con y; y y, dados por las soluciones 2.1.12 y 2.1.13. Veamos ahora el caso particular
que motivo esta busqueda. La condicion inicial era:

a(0)=a,
a(0)=0
2.1.17
B0)=0
B0)=0
que de 2.1.8 y 2.1.9 queda:
v (0)=a,/2
7,(0)=0
vi(0) 2.1.18
v,(0)=a,/2
w,(0)=0
por lo que la solucion es:
4 =4,=a,/4
2.1.19
¢ =¢,=0
Que insertada en 2.1.15 y 2.1.16 queda:
a= ﬂ(eiwlt +e ) +c.c.
4 2.1.20
a

[ = T" (e =) +c.c.

Para analizar estos resultados utilizaremos por primera vez un truco (que repetiremos
con frecuencia) para simplificar cuando sumamos dos numeros complejos de igual
modulo. Escribimos sus fases en término de la fase media y la semidiferencia como (ver
problema 1.1):
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W =0+Aw
2.1.21

2 2122

quedando 2.1.20 como:

o iot

a =—>cos(Awt)e'™ +c.c.=a, cos(Awt)cos(wt)

2.1.23

L =i 0;” sen(Awt)e'™ +c.c.=a, sen(Awt)cos(@t + 7 /2)

solucion que graficamos en la figura 2.1.3 y 2.1.4 para el caso del experimento descrito
en que
Aw<<o 2.1.24

portadora
o

moduladora

Fig. 2.1.3 Portadora y moduladora en el caso del movimiento de una
de las dos barras. El producto de estas dos funciones da el
mavimiento final (fioura 2.1 4)
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Fig. 2.1.4 Movimiento de cada barra al soltarse el sistema con
una sola de ellas anartada del eauilibrio. Batido de dos modos

Puede observarse que el movimiento de cada grado de libertad consta de una oscilacién
rapida a la frecuencia media con una amplitud que oscila a la frecuencia semidiferencia.
Cuando la amplitud oscila se dice que estd modulada, a la frecuencia rapida se la llama
portadora y cuando hay dos frecuencias en juego, tal que se ve a la coordenada
“apagarse y encenderse” intermitentemente a la frecuencia semidiferencia se habla de
batido. La energia inicialmente en la primera barra, es transmitida a la segunda, que
llega a tomar toda la energia cuando la primera queda detenida, y luego es devuelta a la
barra original. ;Podria a partir de los graficos dar el valor de todos los parametros de las
ecuaciones 2.1.23 y 2.1.24?

Si analizamos el caso en que partimos de o.,=[3, (0 sea ambos péndulos apartados
juntos en la misma direccion), las condiciones 2.1.17 quedan ahora
a(0)=«a,

H0)=0 2.1.25
B(0)=p, -
B(0)=0

que de 2.1.8 y 2.1.9 queda:

wi(0)=a,/2

wi(0)=0 5196
w(0)=0 -
V2(0)=0

capitulo 2 42



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

por lo que la solucion es:

A] 20{0/2
Ay =0 2.1.27
P =¢>=0

con lo que queda oscilando en el modo correspondiente a frecuencia ®; (pendulante)

con igual amplitud en ambas coordenadas. Si partimos de a,=-3,, queda oscilando en el
modo 2, con mayor frecuencia (repetir las cuentas para verificar esto). Esto coincide con
nuestro analisis cualitativo previo.

2.2 Oscilador armdnico con dos grados de libertad

Hemos visto en el ejemplo del caso anterior que jugando adecuadamente con las
ecuaciones, y haciendo un cambio conveniente de variables, las hemos podido reducir a
dos osciladores armoénicos independientes. Hecho esto aplicamos todo lo ya conocido
de un oscilador unidimensional y encontramos la solucion general al problema. En
realidad lo que hemos hecho es buscar una transformacion lineal de las coordenadas que
conviertan el sistema de ecuaciones diferenciales en ecuaciones desacopladas en las
nuevas variables. El caso antes mencionado tenia una alta simetria, la pregunta es si esta
descomposicion sera siempre posible en cualquier sistema bidimensional acoplado
linealmente. Tal seria el caso por ejemplo de dos barras distintas torsionando, donde
quedaria una ecuacion del tipo:

d’a

" =—aa—-bf

e 2.2.1
dtzﬂ =—ca—-dpf

donde en el caso simétrico anterior era a=d y b=c. Queremos ver si es posible encontrar
soluciones similares al caso anterior, es decir en que todas las coordenadas oscilan a
la misma frecuencia y en fase (a lo sumo con un signo distinto). Postulo que tal
solucion existe (y escribo la solucion compleja, ya que luego sabremos encontrar a
partir de ella la solucién real):

o= o OO+
o 222
ﬂ — ﬂoel(a)t+¢)

y la introduzco en la ecuacion, quedando una ecuacion algebraica:

2, —
-w'a,=—-aa,—-bp,

_a)zﬂo =—ca, _dﬁo

donde hemos eliminado en ambos términos el c.c. (demuestre formalmente que es
correcto).

La ecuacion 2.2.3 se puede escribir en forma matricial como:

223
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a b\a, (@,
=w 224

c d)\p, B,

Y buscamos los valores de @ tal que la ecuacion matricial 2.2.4 tenga una solucion no
trivial (la solucion trivial es el vector nulo). Esta ecuacion asi escrita es la ecuacion de
autovalores de la matriz abcd, @ seran los autovalores (que deben ser 2) y los vectores
(o ,Bo) soluciones para cada autovalor seran los autovectores de la matriz. Recordemos
como se resuelve este problema:
Pasamos restando el término de la derecha y nos queda una ecuacion algebraica
homogénea:
2
amet by 225
c d—o* |\ B,
Es facil demostrar que para que esta ecuacion tenga solucion no trivial el determinante
de la matriz debe ser nulo. Equivale a pedir que una fila sea proporcional a la otra (en
mas dimensiones a que alguna fila se pueda escribir como combinacién de las otras). La
ecuacion resultante es hallar la raiz de un polinomio (polinomio caracteristico):

(a—o*)d-w’)—bc=0 2.2.6

Las dos raices dan los dos valores de ® que corresponden a los dos modos posibles de
oscilacion del sistema con todas sus coordenadas (en este caso 2) oscilando a la misma
frecuencia y en fase.

Casos particulares:

-si b o ¢ son nulos la matriz ya esta triangulada y las soluciones son triviales

o' =a
w:=d
-si alguna raiz es imaginaria significa que la fuerza no es restitutiva en ese modo, sino
que se aleja exponencialmente en el tiempo.

-si alguna raiz es nula, significa que al orden desarrollado no hay fuerza restitutiva para
un modo, y se puede trasladar libremente. En efecto la particula libre tiene la ecuacion
de un oscilador armonico de frecuencia cero. Pero hay que tener cuidado con esta
interpretacion, pues normalmente nuestra ecuacion proviene de un desarrollo en serie, y
puede haber términos de orden superior que impidan el movimiento libre.

2.2.7

2.3 Los modos normales

A partir de la ecuacion de autovalores ya encontramos las frecuencias caracteristicas del
sistema. Debemos ahora encontrar la relacion entre las amplitudes de las dos
coordenadas que hacen que el sistema se mueva en una Unica frecuencia. Para ello
volvemos a la ecuacion 2.2.5 y resolvemos los valores del vector (o, ,f3,) para cada
valor de w. Estos vectores solucion dan una relacion entre las dos coordenadas del tipo
de las halladas anteriormente (por ejemplo que ambas amplitudes son iguales para el
modo pendulante). Estas soluciones en que todas las coordenadas oscilan a la misma
frecuencia y en fase se las denomina modos normales.

Quedan dos ecuaciones que no son independientes por la manera en que
elegimos las frecuencias, por lo que cualquiera de las dos (la que resulte mas coémoda)
nos dara la solucion buscada:
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a,(a-w))+bp, =0

con i=1 0i=2 2.3.1
Caoi + ﬂoi(d - a)zz) = O
de la primera ecuacion se obtiene
2
Qi(@f — a) — 'Boi 232

b

o si b=0, se utiliza la segunda. El resultado es que el autovector es:

(wf —a)
b

(@oir Boi ) = pi| 1, 233

Y la solucion general queda:

1 i
(Zj:AJ (a)jz——a) cos(ojt+¢; )+ A, M cos(wyt+¢5 ) 234
b b

Con las cuatro constantes de integracion Aj, Az, 1y do.

2.4 Sistemas con mds grados de libertad.

Obviamente el formalismo antes mencionado se puede extender a sistemas con muchos
grados de libertad. La estrategia es siempre proponer que existen tantos modos normales
como la dimension del sistema (ntimero de grados de libertad) y en cada modo todas las
coordenadas evolucionan armonicamente a la misma frecuencia y en fase. Se escribe el
sistema de ecuaciones diferenciales que describe la dinamica del sistema (esta es la
fisica del problema), se plantea la solucion antes descripta, se obtiene una ecuacioén
algebraica de autovalores y autovectores. Los autovalores son las frecuencias al
cuadrado de los modos normales y los autovectores proveen las amplitudes relativas de
las distintas coordenadas en cada modo. Lo importante una vez encontradas las
soluciones es intentar comprender la fisica que nos estd revelando, muchas veces
relacionada con la simetria del problema. Suele ocurrir que a priori uno vea que hay
grados de libertad desacoplados, con lo que ya se tiene separado algun modo y se
simplifica el problema (algebraicamente esto se manifiesta en que la matriz resulta
diagonal en bloques). Asimismo uno puede notar que por la simetria del problema
convenga usar coordenadas generalizadas que de antemano sabemos que desacoplan el
problema. Por ejemplo en el caso de las barras que oscilaban del caso antes estudiado,
uno podia ver a priori que ambas moviéndose juntas eran un modo normal, ya que se
movian como un rigido. Ya se tenia uno de los modos.

Al plantear un sistema de mayor dimension, la matriz que aparece en 2.2.5 sera
de mayor dimension, y por lo tanto el polinomio caracteristico serd de orden mayor.
Nos limitaremos a analizar sistemas en que hallar esas raices sea razonablemente
sencillo.
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Fig. 2.4.1 tres barras acopladas.

Veamos un ejemplo un poco mas complejo. Supongamos ahora que son tres las
barras enlazadas entre si (figura 2.4.1). Denominamos a los angulos en que se aparta
cada barra del equilibrio a; o, a3 Queda como ejercicio encontrar los modos. Podemos
analizarlo cualitativamente de la siguiente manera:

Un modo serd cuando oscila como péndulo rigido. Para este caso las tres
coordenadas son iguales y el vector posicion serd

(o1, 02,03)=a(l, 1, 1)

Este es el modo en que oscila el centro de gravedad del conjunto.

Otro modo es cuando un extremo oscila para un lado, el centro queda quieto y el
otro extremo se mueve en sentido contrario:

(o1, 00, 03)=a(l,0,-1)

En este caso el centro de gravedad no se mueve.

Por la simetria del problema (tres barras iguales) el tercer caso resulta de pensar
cual es el movimiento de los tres cuerpos que queda que deja quieto en centro de
gravedad, y es el del centro hacia un lado y los extremos hacia el otro la mitad de
amplitud cada uno:

(o1, 02, 03)=a(l, -2, 1)

Estos tres vectores renormalizados son mi nueva base (modos normales)..El
primero es el de menor frecuencia por no tener componente de torsion, el segundo tiene
menor torsion que el tercero, que sera el de mayor frecuencia. Si somos capaces de
escribir las ecuaciones dinamicas en esta nueva base, nos quedaran directamente
desacopladas. Se deja como ejercicio (problema 5). El método general, como dijimos,
no es obtenerlos a pura intuicion sino escribiendo las ecuaciones y resolviendo.

2.5 Sistemas con disipacion

Hasta ahora hemos estudiado el problema de osciladores acoplados sin pérdidas.
Incluyamos como ejemplo pérdidas proporcionales a la velocidad en el caso de estudio
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2.1.1. Podemos pensar en pérdidas debido al movimiento pendular I', y otras debido a la
torsion 't .

(Qué esperamos?

El modo de menor frecuencia no introduce torsion, por lo que I'r no debe afectar ese
movimiento. En cambio el modo de mayor frecuencia incluye torsién y movimiento
pendular, por lo que ambos mecanismos de pérdida deben aparecer, teniendo una
resonancia mas ancha (un tiempo de decaimiento menor).

Escribamos las ecuaciones incluyendo las pérdidas:

d’a _ _mgl, 0 da da-p)
=Sy o— -T 251
dt* I T Toat
d’p __mgl 0 ap - df-a)
=——2f+= r,—-r,————= 252
dt’? TR R i
Nuevamente podemos pasar a las mismas coordenadas normales que antes quedando:
d’y dy
a’tzl =-owjy, - T, dtl 253
d’y dy
dt22 = -y, — (T, +2I7) dt2 254

Vemos que nuevamente quedaron los mismos modos cada uno con una disipacioén
distinta, como esperabamos. La solucion a este problema ya la conocemos, y no hay
mucho que agregar. Sin embargo cabe mencionar que matematicamente podemos
incluir términos proporcionales a la velocidad arbitrarios que no hubieran dado que al
pasar a los modos normales anteriores se mantenian desacopladas las ecuaciones. Si se
desacoplaron es porque los mecanismos de pérdida tenian la misma simetria que las
fuerzas restitutivas. Nada impide poner algin rozamiento adicional a uno de los
péndulos, de modo que no pierde la simetria en la parte restitutiva pero si en la
disipativa. En este caso la matematica del problema queda mas engorrosa, y como no es
lo que ocurre en sistemas fisicos de interés, evitaremos este tipo de situaciones en este
curso. Nos limitamos entonces a: sistemas en que la disipacion mantiene la estructura
de las ecuaciones, es decir en que si planteamos los modos normales despreciando las
pérdidas, luego cada modo tendrd su coeficiente de pérdida propio, manteniéndose
desacopladas las ecuaciones.

Observacion: el modo de frecuencia mas alta tiene una disipaciéon mayor ya que incluye
la debida a la torsion. Por lo tanto si inicio el sistema en una situacidon en que los dos
modos son excitados, después de un tiempo solamente quedard con una amplitud
apreciable el modo de menor frecuencia. Es por ello que al intentar excitar el sistema
del caso de estudio 2.1.1 en el modo de mayor frecuencia al final se lo ve oscilando en
el de menor. Tendriamos que poner el sistema en condiciones iniciales demasiado bien
controladas para que el modo mas bajo no aparezca.

2.6 Sistemas forzados
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La particularidad de un sistema forzado de dimension multiple, es que uno no fuerza
necesariamente un modo normal, sino todos o muchos al mismo tiempo. Por ejemplo en
el caso de estudio 2.1.1. si forzamos una de las barras, estamos forzando ambas
coordenadas normales, ya que la coordenada de cada barra entra en ambos modos.
Supongamos que aplicamos sobre la primera barra una cupla:

T=T, cos(at) 2.6.1

a la ecuacion 2.5.1 debemos ahora sumarle este término, mientras que 2.5.2 no cambia

(no hay fuerzas adicionales sobre la segunda barra). Pasando nuevamente a coordenadas

normales y usando:
T a

21 ¢

queda:

2.6.2

= -y, -I, %-ﬁ- a, cos(at) 2.6.3

dt

d’y,
dr’

2
dy, _ _a)ZZI//2 _ (r‘p +2T,) d:l’/? +a, cos(at) 2.6.4

dt*

donde se ve que la fuerza aplicada sobre la primera barra quedo distribuida mitad en
cada modo, ya que precisamente 2 es el peso que tiene la coordenada o en cada
coordenada normal (ver 2.1.8 y 2.1.9). Cada modo oscilara en el estado estacionario
(esperando suficiente tiempo para que disipe el transitorio) con las amplitudes en fase
(elastica) y en cuadratura (absorbente) con la fuerza. La solucion estacionaria es:

w, = A, cos(wt) + Bsen(wt) 565
v, = A, cos(wt) + B,sen(wt) o

con las amplitudes A y B dadas por 1.6.10 y 1.6.11 para cada modo con sus respectivos
parametros (frecuencia de resonancia y pérdidas).

A partir de la expresion de las coordenadas o y B en términos de las coordenadas
normales (2.1.15 y 2.1.16), se obtiene las soluciones:

a=y,+y, =(4, + A4,)cos(wt) + (B, + B,)sen(wt)
B=v,—y, =(4, - 4,)cos(ot) + (B, — B, )sen(er)

2.6.6
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figura 2.6.1 Sistema de dos grados de libertad forzado.Arriba: movimiento de
coordenada forzada. Abajo: movimiento de la coordenada no forzada. Linea llena:
término absorbente (en cuadratura con el forzante). Linea partida: término elastico (en
fase).
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En la figura 2.6.1 se muestra la dependencia tipica de la amplitud elastica y
absorbente de la coordenada o en funcion de la frecuencia de oscilacion. Se grafico el
caso en que el ancho de los picos de resonancia es menor que la separacion, de modo
que ambos quedan bien resueltos. Se puede observar que al pasar por cada resonancia
domina el modo absorbente correspondiente a esa resonancia, y fuera de ellas domina
esencialmente el modo eldstico mas cercano. Asi a baja frecuencia oscila en fase con la
fuerza en el modo pendulante sin torsién y a muy alta frecuencia oscila en fase (a menos
de un signo) con el modo alternado en que ademas torsiona. En el medio entre los dos
hay un punto en que la componente elastica se anula (A;+A,=0) y queda solo una muy
pequefia componente absorbente. Ambos modos interfieren en esta coordenada. A esa
frecuencia la segunda barra oscila con mayor amplitud que la primera, a pesar de estar
aplicando la fuerza en la primera.

Para calcular la potencia entregada por la fuerza externa solo hay que repetir el
procedimiento anterior y multiplicar el momento de la fuerza por la velocidad angular
de la primer barra. En el promedio temporal solamente contribuye la componente en
cuadratura (absorbente), o sea el coeficiente B, que queda multiplicado por la frecuencia
por haber derivado la coordenada que oscila arménicamente. Se ve que al barrer la
frecuencia aparece absorcion significativa solamente alrededor de cada resonancia, y
con este método, excitando el sistema con frecuencia variable y midiendo la potencia
absorbida se pueden determinar las frecuencias propias de oscilacion y las pérdidas
asociadas a cada modo (anchos de las curvas de resonancia). Obsérvese que esta
medicion no me dice como es exactamente el modo (que combinacidon de coordenadas
participan).

Veamos ahora el sistema de la figura 2.4.1 consistente en tres barras unidas por
una de torsion. Si excitamos el sistema poniendo una fuerza en una barra del extremo,
vamos a excitar todos los modos normales pues todos ellos tienen componente o 0 3,
pero si excitamos por la barra del centro, como €sta no se mueve en el segundo modo,
no aparecera esa resonancia al barrer frecuencia. Es un modo “mudo” para esa
excitacion. Como conclusion no alcanza con barrer la frecuencia para detectar todos los
modos, depende de como acoplamos al sistema cuales modos son mas sensibles. Esto es
un resultado fundamental de las espectroscopias, hay “reglas de seleccion” que hacen
que ciertos modos no aparezcan para ciertos experimentos debido a la manera en que
excitamos el sistema. La espectroscopia no provee la informacién completa sobre la
estructura de los modos, solamente en el mejor de los casos nos dice cual es la
frecuencia de resonancia y el ancho del pico (vida media del modo). Es a través de
modelos que hacemos del sistema fisico en cuestion que vamos entendiendo la
estructura de los modos. La espectroscopia si sirve por ejemplo para determinar a partir
de las frecuencias y las vidas, los coeficientes especificos del modelo como la constante
de torsion del alambre, el momento de inercia de la barra, o el que contenga el modelo.

2.7 ; Cuando es debil el acoplamiento?

Si se tienen dos osciladores no acoplados, cada uno oscila a su frecuencia propia
sin enterarse de la existencia del otro. Cuando resolvemos el caso 2.1.1 por mas débil
que sea el acoplamiento aparecen dos modos en que las dos barras oscilan
coherentemente (en fase). No parece muy creible que dos osciladores se acoplen
independientemente de lo débil que sea la interaccion. Analicemos el problema desde
una perspectiva mdas general, supongamos que tenemos dos osciladores no
necesariamente iguales acoplados linealmente. Las ecuaciones que describen esta
situacion son:
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d

dt)ztl = _a)lzll _a)jc(ﬂﬁ - 1)

7 2.7.1
dﬁz = _0)22;(2 _a)jc(lz -1)

donde ®; y m, son las frecuencias de los dos osciladores aislados y m,. €s una constante
de acoplamiento que tiene unidades de frecuencia. Cuanto menor sea este parametro,
menor serd el acoplamiento. ;Pero menor que qué?

(Qué esperamos?

Buscamos que la resolucion del problema nos indique que cuando el acoplamiento
tiende a cero, los modos normales tienden a los de los osciladores aislados. O sea las
frecuencias tiendan a ®; y ®; y los modos se parezcan a un oscilador con amplitud
mucho mayor que el otro. Pero ya resolvimos que si los dos son iguales, no importa
cuan pequena sea la interaccion, los osciladores se mezclan. Por lo tanto es de esperar
que cuan facil se desacoplan dependa de cuan distintas sean las frecuencias.

Resolvemos el problema de la manera estdndar, quedando el polinomio siguiente para la
frecuencia (ecuacion de autovalores):

(a)Z—a)lz—a)gc)(a)Z—a)g—a)gc)—a)Zc:0 2.7.2

que escribimos reagrupando como:
(w2)2 —a)z(a)lz +a)§ +2a)£c)+(a)12 +a)§)a)5€ +a)12a)5 =0 273

Cuya solucion es:

2 2 2 2 2 2
w0l = (0] + @3 +2wac)+ (0] +@) + 204 )

: : —wl (07 +03)—(0iw) 274

que luego de reagrupar y simplificar queda como:

(0] + o3) (0] —3) ’
CUZ =%+a)j€ + % +0):c 2.7.5

Vemos que atin cuando el término de acoplamiento sea muy débil, puede ser mayor que
el término de la diferencia de cuadrados de las dos frecuencias que aparece en la raiz.
Por lo tanto hay dos situaciones limite:

a) ‘(0)12 ~w; )‘ >> @), acoplamiento débil 2.7.6
b) ‘(a)l2 ~ @) )‘ <. acoplamiento fuerte 2.7.7

Para el primer caso se desarrolla la raiz cuadrada al orden mas bajo en el término de
acoplamiento y queda (haga la demostracion rigurosa):

2 2 2 2 4
0)2 — (a)l +602) +a)2 + (a)l CUZ) 1+ 22a)002 5 2.7.8
2 2 (0] — ;)
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2
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2 (0 — ;)
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2 2 ac

w; +@,, 1——2 >

(0] —@y)

que corresponde a los modos casi puros, y tiende a los modos puros cuando el;
acoplamiento tiende a cero.

Si se buscan del modo habitual las relaciones entre las amplitudes de las dos
coordenadas en cada modo (autovectores 0 modos normales) se encontrara (problema 8)

Modo 1: wﬁc;(, :(a)f —6012)}(2 = ¥ << ¥y 2.7.10

Modo 2: a)ic;Q:(a)f—a)]Z);(l =¥ << 1> 2.7.11

O sea que estamos frente a modos casi puros de los osciladores aislados.
Para el caso b) (2.7.7) en 2.7.5 se desprecia la diferencia de cuadrados en la raiz,
quedando:

(@ +y)

=] , 2 2.7.12
(a)l +a)2)+20)a20

2
que para el caso en que los dos osciladores son idénticos coinciden con las halladas
anteriormente. Del mismo modo se puede demostrar que la relacion entre las
coordenadas para los modos son:

2 2
Modo 1: g, =[1—%};{1 2.7.13
22
Modo 2: y, = {IWL%}& 2.7.14

Que da los modos simétricos y antisimétricos cuando los dos osciladores son iguales.

Hemos comparado dos situaciones limite: cuando el acoplamiento en mayor que
la diferencia de frecuencias, y el caso opuesto en que es menor. Hay otra constante de
tiempo caracteristica del sistema, que es la constante de disipacion. Cabe pues también
comparar esta constante con las anteriores y encontrar nuevos casos limite.

2.8 Caso de estudio:

Al resolver el problema de una masa que cuelga de un resorte tiene tres modos:
dos corresponden al péndulo bidimensional y uno al resorte vertical puro. Este seria el
caso de la pelota de tenis del caso 1.1.1 si el hilo no es deformado en exceso y vale
aproximarlo por un resorte. Se puede repetir con hilos mas elasticos (menos plasticos) y
se observara una buena aproximacion a la solucion hallada. Sin embargo si intentamos
hacer oscilar como un péndulo un “slinky” (resorte muy estirable) con una masa en su
extremo, se observa que es imposible evitar que el resorte se contraiga y expanda al
mismo tiempo. Se pide una explicacion a este fenomeno.
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Guia 2

1.- a) Considere el sistema de la figura en ausencia de gravedad y obtenga K
sus frecuencias naturales de oscilacion y los modos normales

correspondientes. Escriba las ecuaciones de movimiento de cada masa. m
b) Sabiendo que en t=0 el sistema satisface las siguientes condiciones MT
Y,(0)=1y ¥(0)=0 y que se encuentra en reposo, encuentre el movimiento k

de cada particula. 3m
¢) Analice coémo se modifica el resultado por la presencia de la gravedad. 8 bT

2.- Considere el sistema de la figura. Las masas estan
apoyadas en una mesa sin rozamiento, sujetas a las
paredes por resortes de constante k y unidas por otro
resorte de constante k'. Obtenga las frecuencias y los

modos transversales del sistema.
(Bajo qué condiciones espera observar batidos? ;Qué son batidos?

3.- Considere el sistema simplificado de la figura que se basa en una

molécula triatdmica simétrica. En el equilibrio dos &tomos de masa m estan situados a
ambos lados del &tomo de masa M=2m y vinculados por resortes de constante k y
longitud natural l,. Como sélo estamos interesados en analizar los modos

longitudinales

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de cada masa. |

b) Halle las frecuencias de los modos normales. - lo e ° -
¢) Dibuje las configuraciones de cada modo. MO g
d) Si el centro de masa de la molécula se mueve con vy,=cte, m k M k m
halle la solucion para W,(t), Wu(t) y Pe(t).

e) Establezca cuales deben ser las condiciones iniciales para

excitar so6lo el modo mas alto (mayor frecuencia).,

f) Si se aplica a una de las masas una fuerza armonica, ;a cual conviene aplicarla para
excitar mas eficientemente el modo de mayor frecuencia?

4.- Se analizan las oscilaciones transversales del sistema de la figura.

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de las masas.

b) Halle las frecuencias de los modos normales.

¢) Dibuje la configuracion correspondiente a cada modo normal.

d) Si el centro de masa se encuentra en reposo, determine los desplazamientos de cada
masa como funcién del tiempo.

e) ;(Qué condiciones iniciales que permiten excitar sélo el segundo modo?

f) Si se fuerza la masa del centro y se va variando la frecuencia, ;qué modos se
observan?

g) (Como se modifican los resultados anteriores si el extremo de la derecha se fija a la
pared?.
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5) Escriba las ecuaciones de movimiento de las tres barras acopladas discutidas en la
seccion 2.3 en la base alli propuesta y demuestre que esas coordenadas quedan

desacopladas.

6)-Considere un sistema similar al del caso de estudio 2.1, pero ahora con los extremos

fijos a 20cm de cada barra.

a) Discuta cualitativamente a priori como espera que sean los modos normales, y como
seran sus frecuencias comparadas con las del sistema con extremos libres.

b) Resuelva el problema analiticamente, suponiendo que hay pérdidas proporcionales a
la velocidad de torsion que dominan los mecanismos de pérdidas. Discuta como se

comparan las resonancias con el caso libre.

c¢) Si se fuerza uno de los péndulos de modo que oscile con una amplitud fija a una

frecuencia fija, ;como sera el movimiento del otro péndulo?

7)- Dado el sistema de la figura, supuesto en el equilibrio en las
condiciones del dibujo, calcule sus frecuencias y modos normales,

a) cuando todos los resortes son slinkies

b) cuando las longitudes naturales de los resortes son menores que las
graficadas.

8) Encuentre los modos normales de los osciladores acoplados en los dos

casos discutidos de acoplamiento "débil" y “fuerte” y muestre solamente para el caso

k2, 12

(5]

k1, 1

(5]

k2, 12

‘(a)l2 -, )‘ >> . los modos se parecen a los de los osciladores desacoplados.

9) En el caso de las barras acopladas con el resorte de torsion de; caso 2.1 se desea

asimetrizar el sistema agregandole una pesa a una de las barras. ;Cuéan grande debe ser

esa pesa para que el sistema se lo pueda considerar esencialmente desacoplado.

10).- Considere el sistema de dos péndulos de igual longitud I pero de masas diferentes

m, y my, acoplados mediante un resorte de constante k

a) Escriba las ecuaciones de movimiento de cada masa

-b) Obtenga las frecuencias naturales del sistema y sus modos normales
de oscilacion. Interprete el significado fisico de estos modos normales.
¢) Suponiendo que el acoplamiento es débil y que las condiciones
iniciales son

Y,.(0)=0y Yp(0)=1 y las velocidades iniciales son cero.

Obtenga el movimiento de cada masa y grafiquelo en funcion del
tiempo.

d) Calcule los valores medios, en un ciclo rapido, de las siguientes

magnitudes T,, Ty, Vo y Vi, donde T indica energia cinética y V energia potencial

gravitatoria. Demuestre que bajo la hipotesis de acoplamiento débil

<T>~<V,> (<>=valor medio) y <T,>~<V,>.Grafique <E,>y <Ey>, y analice las

diferencias en el grafico como funcion de las diferencias entre las masas

(m,=my;, y m, muy diferente de my,). Calcule el valor medio de la energia de interaccion

entre las dos particulas.
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.Es mejor la teoria que mas diversidad abarca o la que mayor precision predictiva
tiene para un problema dado?

Capitulo 3: ]
ONDAS EN UNA DIMENSION

3.1 Caso de estudio: la cuerda

Se tiene una cuerda de nylon® tendida horizontalmente atada en un extremo y sujeta en
el otro a un oscilador que la mueve a una frecuencia controlada con un generador
electronico (figura 3.1.1). Se observa que al variar la frecuencia la figura que describe la
cuerda va cambiando cualitativamente. Va describiendo movimientos ondulantes con
amplitud dependiente de la frecuencia y con oscilaciones espaciales mas rapidas cuanto
mayor es la frecuencia. Hay frecuencias caracteristicas en que la amplitud aumenta
significativamente. En la figura 3.1.2 se muestran algunas figuras tipicas. En la figura
3.1.3 se grafica cualitativamente como cambia la amplitud con la frecuencia.

Figura 3.1.1 Cuerda de nylon excitada en un extremo

£
N

Jv T

Figura 3.1.2 Aspecto cualitativo de la soga
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»
>

| | | frecuencia
(O] 2 3

Figura 3.1.3 Amplitud de la vibracion

Andlisis preliminar:

Para mejorar nuestra percepcion del movimiento podemos colocar una camara y filmar
la evolucion. Hay que tener en cuenta el numero de cuadros que toma la cdmara por
segundo para evitar errores de interpretacion. Si la camara toma 15 cuadros por
segundo, las frecuencias que observamos deben ser bastante menores, ya que sino
corremos el riesgo de ver el movimiento en forma estroboscépica. Por ejemplo si la
soga justo oscila a 15Hz, la vamos a ver siempre en el mismo lugar. Si oscila un poco
mas rapido, la vamos a ver en cada cuadro ligeramente movida y nos parecera que se
mueve muy lentamente. Si el tiempo de registro de la camara para cada cuadro es largo,
vamos a ver borroneada la cuerda pues se movid durante la toma.

Se pueden rescatar las siguientes observaciones iniciales:

1-todos los puntos del sistema oscilan a la misma frecuencia, que es la de excitacion.
2-hay frecuencias en que la oscilacion es muy amplia, a modo de resonancia. Dichas
frecuencias son aproximadamente multiplos de la primera que encontramos. Podria
ocurrir que esta observacion no aparezca si no comenzamos el experimento a
frecuencias suficientemente bajas. Entonces la observacion sera:

2b- todas las frecuencias son aproximadamente multiplos de la diferencia entre dos
consecutivas.

Primeras conclusiones:
Estamos ante un sistema de infinitos grados de libertad, si hacemos la
hipotesis fuerte 1: el hilo es continuo. Ignoramos su estructura microscopica
(atémica o molecular)
Al excitar en un extremo con el oscilador, aparecen “resonancias” a frecuencias fijas.
Parece haber un conjunto numerable de frecuencias propias. En todos estos casos el
extremo excitado no parece moverse significativamente comparado con el de maxima
amplitud. La excitacion que hacemos es de amplitud de movimiento fija, no es una
fuerza de amplitud fija. Busquemos un sistema que dejemos oscilar libremente y se
parezca al planteado.

Se deja quieto el oscilador, pasando ese extremo a ser fijo. Apartamos la cuerda
desde el centro de modo que queda en forma de V y la dejamos libre (figura 3.1.4).
Vemos que esencialmente oscila de manera muy parecida a cuando se la excitaba en la
primera resonancia. La frecuencia de oscilacion es similar (si la podemos medir con la
camara, se puede hacer una comparacion cuantitativa) y el tiempo en que tiende a
detenerse es similar a la inversa del ancho de la resonancia descripta en la figura 3.1.3.
Hemos encontrado algo que se comporta como un oscilador armoénico, hemos
encontrado el primer modo normal del sistema. Viendo cualitativamente la figura 3.1.2.
es razonable suponer que el segundo modo se lo puede excitar eficientemente si las
condiciones iniciales se parecen en la forma. Se intenta la forma indicada en la figura
3.1.4 con un cruce por cero en el centro. La dificultad es soltar ambos puntos al mismo
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tiempo. El error que cometamos en esto hard que se excite también el modo
fundamental (de més baja frecuencia). La dificultad es similar a cuando se intentaba
excitar solamente el modo de mayor frecuencia en el caso 2.1 de las dos barras
acopladas.

Acé llegamos a dificultades experimentales para seguir avanzando, es el momento de
realizar un modelo para profundizar la descripcion y poder hacer predicciones.

Figura 3.1.4. Condiciones iniciales para la cuerda

Posicidén de equilibrio

Para describir mecanicamente el sistema haremos algunas hipotesis simplificadoras,
aunque es dificil a priori saber la relevancia de la simplificacion.

hipétesis fuerte 2: el hilo es uniforme. Estamos suponiendo que la estructura del hilo
es un continuo en que sus propiedades no cambian en ningun punto. Por ejemplo la
densidad es igual en todo punto.

hipotesis fuerte 3: el hilo no realiza esfuerzos de corte. La fuerza entre dos segmentos
contiguos es por contacto y en la direccion del hilo. Para verificar la validez de esta
hipdtesis tomemos el hilo de un punto y veamos si se lo puede sostener
horizontalmente, vemos que el extremo cae y el hilo se dobla indicando que no hay
fuerzas transversales (de corte) que lo sostengan. Si lo sostenemos muy cerca del
extremo (aproximadamente lcm dependiendo del grosor del hilo) si se sostiene,
indicando que hay algin esfuerzo de corte. Su importancia es dificil de determinar a
priori pero es obviamente mas importante en una soga gruesa.

hipétesis fuerte 4: el movimiento de cualquier tramo del hilo es solamente una
traslacion en la direccion transversal. No hay desplazamientos longitudinales.
hipotesis fuerte 5: el hilo se lo supone unidimensional. No hay deformaciones
transversales relevantes al problema.

Es obvio que si se curva, la longitud del lado interior es menor que la exterior,
por lo que hay algun tipo de deformacién que estamos ignorando. Esta deformacion
indica que ademads de trasladarse, un segmento pequeno del hilo est4 rotando (ver figura
3.1.5). Cuanto més delgado sea el hilo, menos significativo es este movimiento.

1int

lext

Fig. 3.1.5. Rotacién de un

trarman

Al estar sujeto de los extremos, el hilo colgara describiendo una curva, que sera
mas pronunciada cuanto mayor sea su densidad y menor la tension en los
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extremos. En la figura 3.1.6 se muestra esto en forma exagerada para poder
indicar las variables. Por otro lado la experiencia nos indica que los angulos
son muy pequeiios, siendo la curva practicamente una recta.

X+AX

Fig. 3.1.6 equilibrio de la cuerda

Usamos como coordenada para describir cada grado de libertad (cada punto del
hilo) la coordenada x del mismo. Es decir, la variable x es el rotulo que le ponemos a
cada punto de la cuerda y su valor es la coordenada en equilibrio de dicho punto.
Escribimos las ecuaciones que expresan el equilibrio para cada tramo Ax (aceleracion
nula) en ambas direcciones:

F_=T(x+Ax)cos(0(x+ Ax))—T(x)cos(f(x))=0 3.1.1
F, =T(x+ Ax)sen(0(x+ Ax)) =T (x)sen(6(x)) + pgAx =0 3.1.2

donde p es la densidad lineal del hilo. De la primera ecuacion, si desarrollamos a primer
orden en el dngulo queda:
T(x+Ax)-T(x)=0=>T =const.=T, 3.1.3

Hemos agregado una restriccion al modelo y es la hipétesis fuerte 6: los angulos son
pequeiios.
Utilizando este resultado en la ecuacion 3.1.2, y desarrollando:

dO(x)
dx

Ax 3.14

sen(0(x + Ax)) = sen(6(x))+cos(8(x))

se obtiene para angulos pequenos:
cos(O() 20 » 40) __ 2
dx dx T

o

que integrada da:

capitulo 3 58



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

O(x)= -5 x 3.1.6

T,
donde se tomo6 x=0 en el centro de la soga para determinar la constante de integracion.
Para determinar la funcion y(x) debemos escribir la relacion entre las variable y y la

variable &

d—y:tan(ﬁ);é? 3.1.7
dx

por lo que integrando esta ultima ecuacion a partir de 3.1.6 se obtiene para la posicion
de equilibrio (ye,):

g LY
—_re 1= 3.1.8
yé’q 27-; |:x (2) :|

donde la constante de integracion se eligid para que la coordenada y fuera cero en los
puntos fijos (nada relevante, queda mas simple si es cero en el centro).

Esta solucion es valida siempre y cuando no viole la suposicion de angulo
pequefio (hipotesis 6). Podemos ver que condicion debe cumplirse para esto a partir del
maximo angulo que se obtiene de 3.1.6:

e(L/z)z—’;iTL«l 3.1.9

que nos dice que cuanto mas largo es el hilo o mayor su densidad lineal, mayor debe ser
la tension aplicada para mantenerlo esencialmente rectilineo. Ademas, si no hay
gravedad, siempre se mantiene recto con la minima tension ;sera cierto?

Apartamiento del equilibrio
Buscamos ahora una coordenada que nos indique el apartamiento de la posicion de
equilibrio del hilo. Como hemos supuesto que el movimiento es solo transversal y
agregamos en la direccion vertical, alcanza con una magnitud escalar:
w(x)=y=y, 3.1.10

Tenemos pues infinitos grados de libertad dados por la coordenada de cada
punto del hilo. Debemos hallar la ecuacién dinamica del sistema. Solamente interesa la
ecuacion en la direccidn transversal, segun la cual se produce el movimiento, y ahora la
suma de las fuerzas no serd igual a cero (equilibrio) sino igual a la masa por la
aceleracion. Sigue valiendo 3.1.1 y por lo tanto 3.1.3 ya que asumimos que no hay
desplazamiento longitudinal. Cambiamos entonces 3.1.2 por:

0’ y(x,1)
F, =T, sen(0(x+ Ax,t))—T,sen(0(x,1)) + pghAx = pra— 3.1.11

t2

donde hemos tomado derivadas parciales pues ahora en la situacion dindmica la
coordenada y es funcion de x y del tiempo. Desarrollando nuevamente para angulos
pequefios y poniendo:

0=0, +A0 3.1.12
queda:
deo 2
acT, B0 aer Dty pone = par 820 3.1.13
Ox dx ot
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Notese que las coordenadas de equilibrio no dependen del tiempo, por lo que las
derivadas son totales. De 3.1.5 los dos ultimos sumandos del primer término se cancelan
y como ye¢q no depende del tiempo, de 3.1.10 el segundo término corresponde a la
derivada segunda de la coordenada y. Usando que :

d

8__)7: yeq +a—l//:tan(0)50:9€, +A9:a_l//:A6 3114

ox dx Ox ! Ox

queda:

2 2
0 l//(jc,t) _20 W(f’t) 3.1.15
ot ox

con

2 =£> 0 3.1.16
o,

hemos llegado finalmente a una ecuacion diferencial que describe el movimiento.
Damos por terminado el planteo del caso y pasamos a estudiar las soluciones.

3.2 Ecuacion de ondas clasica

La ecuacion antes obtenida, que repetimos:

0w (x,1) _ o 0w (x,1)

3.2.1
ot* ox?

se denomina ecuacion de ondas clasica. Y a la variable que mide el apartamiento del
equilibrio, que es funciéon de la coordenada espacial y del tiempo (y) se la denomina
funcion de onda. La funcion de onda indica el apartamiento del equilibrio de la
magnitud fisica en estudio. Hasta ahora hemos visto apartamiento de coordenadas, pero
veremos casos en que la variable es una densidad, presion o campo eléctrico por
ejemplo. Aun en el caso de la cuerda, la funcién de onda podria haber sido la velocidad
o la fuerza, que son proporcionales a derivadas de y y por lo tanto también satisfacen la
ecuacion de onda (ver problema 3). Buscamos ahora los modos normales, o sea las
soluciones del sistema tal que todos los puntos oscilan a la misma frecuencia y en fase:

w(x,0) = f(x)e” 322

que ya es una gran simplificacion a la ecuacion diferencial en derivadas parciales, pues
buscamos soluciones con variables separadas (producto de una funcion de x por una de
t). Reemplazando 3.2.2 en 3.2.1.:

d’f(x
o f) =S 323
dx
que es la misma ecuacion que teniamos para el oscilador armonico, pero ahora con la
variable x en vez de t. La solucién ya la conocemos y es:
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f(x)=e™ 3.2.4

o0 en su otra forma:
f(x)=cos(kx+¢) 3.2.5

Cualquiera sea la forma que adoptemos, al reemplazar en 3.2.3 se obtiene la condicion:
m 3.2.6

Que se la conoce como relacion de dispersion (la relacion entre @w y k), y es
consecuencia directa de la ecuacion de ondas. Mas adelante veremos otras ecuaciones
de onda, y se verd como al cambiar los términos de la ecuacion diferencial, cambia la
relacion de dispersion.

Observemos que la funcion espacial es ahora periddica, la “frecuencia angular”
ahora es k y tiene unidades de inversa de distancia. El periodo espacial se denomina
longitud de onda y se la designa normalmente por A.

Expresando el coseno de la suma en término del seno y el coseno, y tomando la parte
real de la solucion temporal, de 3.2.2 y 3.2.5 queda como solucion:

w(x,t)=Ccos(kx+¢_ )cos(at+¢,) = [A cos(kx)+ Bsen(kx)]cos(a)t +¢) 3.2.7

con
w=ck= 2me 3.2.8
A

Tenemos la forma funcional de los modos normales. A estas soluciones ademas de
modos normales se las denomina ondas estacionarias por motivos que veremos cuando
estudiemos ondas de propagacion. El valor de @ estd dado por el valor de k, hay
infinitas soluciones (estd bien por los infinitos grados de libertad). ;Quién determina el
valor de k y las otras constantes?

3.3 Condiciones de borde

El analisis experimental indicaba que los modos normales de la cuerda fija en los
extremos eran a valores determinados de la frecuencia, mientras que 3.2.8 admite en
principio cualquier valor de la frecuencia con tal que tomemos el correspondiente valor
de k. Veamos entonces que condicion adicional impone que esté fijo en ambos
extremos.

Extremos fijos
La condicion se expresa matematicamente como:

w(0,0)=w(L,t)=0 3.3.1
que en 3.2.7 da

w(0,t)=Acos(wt+¢,)=0=A=0

w(L,t) =[Acos(kL) + Bsen(kL)]cos(wt + ¢,) = Bsen(kL) cos(ewt + ¢,) = 0 3:3.2

= sen(kL)=0 333
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que se satisface siempre que el producto kL sea un multiplo entero de 7. Los valores de
k que satisfacen esta condicion son:

= % con m entero 3.34
y de la relacion de dispersion:
o, =ck, =%=ma)1 335

que nos da lo esperado, un conjunto discreto de modos normales cuyas frecuencias son
multiplos de una frecuencia llamada fundamental (que es la del modo mas bajo).
La solucion general toma la forma:

w(x,0) =Y A,sen(k,x)cos(o,t+4,) 3.3.6

m=1

Cada modo aporta dos constantes 4,, y @, que dependen de las condiciones iniciales.
Notese que para w=0 se obtiene w=0, o sea que la traslaciéon pura no es un modo
posible, lo que es esperable por estar fijo en los extremos.

Cabe observar que la sumatoria se extiende hasta infinito, ya que a priori
matematicamente todas son soluciones posibles. Si la frecuencia es muy alta ;cudles de
las hipotesis se empezaran a caer?

Extremos libres

Hay una condiciéon mas dificil de imaginar con una cuerda, pero mas facilmente
realizable con otros ejemplos de ondas que veremos en las secciones subsiguientes. La
idealizamos pensando que los extremos son sujetados con argollas que se pueden mover
libremente en la direccion y. Esto requiere estar en una condicion libre de gravedad,
pero esto es un impedimento menor ya que es un “experimento pensado”. Los
“experimentos pensados” son utiles para explorar los modelos més alla de nuestras
posibilidades experimentales y explotar su riqueza. Tienen la ventaja adicional del bajo
costo de implementacion. Lo idealizamos en el dibujo de la figura 3.3.1.
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yA

v

Fig. 3.3.1. Extremos libres. La cuerda es horizontal o bien g=0.
Es un caso de equilibrio indiferente.

La fuerza que realiza la cuerda sobre la argolla es la tension, y tiene la direccion
de la tangente a la cuerda. Por lo tanto la componente vertical es (en la aproximacion de
angulo pequefio):

F, :iTna—"//] 3.3.7
X Jor

donde el signo mas es para x=0y el menos es para x=L. Hemos aproximado el seno del
angulo por la tangente, que es la derivada parcial de la funcidon de onda  respecto de la
coordenada x. La condicion de borde libre equivale a pedir la derivada espacial nula que
en 3.3.7 da:

Mszcos(a)t+¢,)=0:>B:0
Ox 33.8

% = [kBcos(kL) — kdsen(kL)|cos(wt + ¢,) = ~kdsen(kL) = 0
X

= sen(kL)=0 3.3.9

O sea la misma condicion que con extremos fijos, pero distinta solucién. Ahora
sobrevive el término en cosenos (de modo que la derivada espacial sea siempre nula en
los extremos). La solucion general ahora es:

w(x,t)= ZBm cos(k,x)cos(w,t+¢,) 3.3.10

m=0

La tnica diferencia es que ahora =0 también es una solucion posible no trivial, ya que
queda una constante no nula, y corresponde al modo que se propaga libremente (que no
existe si algin extremo esta fijo).
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Condiciones mixtas:
(Qué pasard si un extremo esta fijo y otro libre? Por comodidad fijemos el del origen (lo
que fuerza a soluciones espaciales sinusoidales como veremos):

w(0,6)= Acos(wt+¢,)=0=A=0 3311
81//a(L,f) _ [kB cos(kL)— kAsen(kL)]cos(a)t +¢,)=kBcos(kL)=0 3.3.12
X

Ahora para que el coseno se anule es necesario que el argumento sea 772 mas un
multiplo de

mr+m/2

k,=——7—

. 33.13
L

y la solucién general es nuevamente 3.3.6 pero para estos nuevos valores de k£ y los @
correspondientes (a partir de la relacion de dispersion).

3.4 Condiciones iniciales

Hemos encontrado ya la expresion general para la funcion de onda dadas las
condiciones de borde particulares. Falta ain encontrar los coeficientes de la expansion
en modos normales (ecuaciones 3.3.6 o 3.3.10) que dependeran de las condiciones
iniciales en que liberemos al sistema. Por ser la ecuacion de onda una ecuacioén
diferencial de segundo orden debemos dar no solo el valor de la funcidn, sino también
de su derivada temporal en el instante inicial. Esto equivale a dar la posicion y la
velocidad inicial de cada punto. Vemos que las matematicas y la fisica son consistentes.
Notese que desde el punto de vista matematico al plantear la condicion de borde
estamos dando por ejemplo la posicion en dos puntos para todo tiempo, que es
equivalente en el tiempo a dar en dos tiempos la posicion de todos los puntos (en lugar
de posicion y velocidad iniciales, posicion en dos instantes). La simetria matemadtica es
completa y si observamos la ecuacion no hay diferencia matematica entre la posicion y
el tiempo. La fisica nos dice que es conveniente plantear de manera distinta las
condiciones de borde en el tiempo y en el espacio. Las condiciones iniciales quedan:

y(x,t=0)=f(x)

dy(x,t=0 3.4.2
W(az ):g(x)

Volviendo a la simetria matematica entre ¢ y x, una condicion similar en el tiempo seria
dar en un punto el valor de la funciéon y su derivada espacial para todo tiempo con
funciones arbitrarias y no simplemente puntos fijos. Veremos algun ejemplo similar
mas adelante.

Segun sea el caso en estudio tomamos la ecuacion 3.3.6 o 3.3.10, calculamos su

derivada temporal y evaluamos la funcion y su derivada en t=0 para reemplazar en
3.4.2. Queda para 3.3.6:
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w(x1=0)= gAmsen(kmx) cos(d,) = f(x) 342
a"’(’“—t Za)m A sen(k, x)sen(d,) = g(x) 343
y para 3.3.10:

w(x1=0)= gBm cos(k, x)cos(,) = f(x) 3.4.4
a‘/’(“ Za)mBm cos(k, x)sen(d, ) = g(x) 3.4.5

Nota al margen: Desde el punto de vista matematico, el problema planteado no es
diferente del que encontramos al querer resolver un sistema discreto finito (N
osciladores acoplados). Encontrabamos la base de los modos normales, que eran nuevos
vectores que se escribian en funcidén de las viejas coordenadas, y una vez que tenemos
esta nueva base podemos hallar las componentes de cualquier vector inicial en esta base
simplemente haciendo el producto escalar del vector inicial por cada elemento de la
base (si esta normalizada). No lo hicimos de una manera tan formal, y ahora tampoco.
Es que ahora los vectores son funciones y el producto escalar es una integral del
producto de las funciones. Haremos una deduccion ad hoc sin pretender generalizar el
formalismo.

Un truco de la manga: Tomemos como ejemplo el primer caso (ecuacién 3.4.2) y
multipliquemos ambos miembros por uno de los modos normales, por ejemplo el #:

iAmsen(kmx) cos(¢,, )sen(k,x) = f(x)sen(k,x) 3.4.6

y ahora integremos sobre todo el largo de la cuerda

j ZA sen(k,x)cos(@,, )sen(k,x)dx = j f(x)sen(k, x)dx 3.4.7

0 m=1

nos queda a la izquierda una suma de términos del tipo:
L

1, = .[sen(kmx)sen(knx)dx 3.4.8
0

que para el caso de extremos fijos los valores de &, estan dados por 3.3.4 y en el caso de
extremos mixtos, por 3.3.13. Esta integral se la puede encontrar en tablas o se puede
integrar facilmente si pasamos a notacion compleja, hagamos el ejercicio una vez:

mX —tk,nX) (eik,,x _ e—ik,,X)

2i

o'—.l\

17 e
dx — _ZJ‘( ik X +e —ik, +m)‘)_(elkn—m)‘ +e lkn,mx)dx
0

3.49
donde es facil reconocer que aparece la resta de dos cosenos:
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L L

I, = ljcos(km_nx)dx - ljcos(kwx)arx 3.4.10
2 0 2 0

que es muy facil de resolver:

1§ 1
I, = chos(kpx)dx = sen(k,L) si p£0 34.11

0 p

y es

1§ L
I,=—[dx== si p=0 3.4.12

075 J. > p

0

Veamos ahora que 3.4.11 es nula para los modos normales hallados. Si utilizamos 3.3.4
(extremos fijos) es

Vs
i =—(nEtm 3.4.13
nt L( )

y para 3.3.13

Vs Vs

k., =—[2n+1x2m+1)]=—[n+1x(m+1 34.14

o = 3 2041 @m D)= 0 1 (m 1)

Para ambos casos 3.4.11 se anula. Reemplazando en 3.4.9 nos da:

=—0 3.4.15

donde 0, es la delta de Kronecker, que vale cero a menos que n=m, en cuyo caso vale
uno.

La expresion 3.4.15 nos indica que hemos encontrado para este caso como
definir el producto escalar entre dos modos normales de modo que sea nulo para modos
distintos, y es a partir de la integral del producto de las funciones. Esto es lo que nos
permite encontrar los coeficientes del desarrollo a partir de las condiciones de borde.

Reemplazando en 3.4.7 de la sumatoria solamente sobrevive un término, que es
cuando m=n y queda (pasando L/2 a la derecha por comodidad):

A cos(g,) = % j £ (x)sen(k,x)dx 3.4.16

El término de la derecha se obtiene para cada valor de » realizando la integral indicada
ya que f(x) se supone conocida. Obsérvese la similitud con el caso del oscilador
armoénico, encontramos a partir de la posicion inicial el valor del coeficiente
multiplicado por el coseno de la fase inicial. De la condicion de la velocidad deberia
salir el producto del mismo coeficiente por el seno de la fase. En efecto repitiendo el
procedimiento se obtiene:

L
—w, A sen(p,) = —%Ig(x)sen(knx)dx 3.4.17
0
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Queda como ejercicio repetir los mismos calculos para el caso de extremos libres. Hay
una diferencia importante y es el término de frecuencia cero. Este término no oscila y se
obtiene de integrar directamente 3.4.4 sin multiplicar por ninguna funcién (ya que a
frecuencia cero el modo es una constante). Como ese término no oscila, no tiene sentido
arrastrar su fase. Se obtendra:

L
B cos(g,) = %J. f(x)cos(k,x)dx para n#0 3.4.18
0
2 L
—w,B sen(d,) = —Zj g(x)cos(k, x)dx 3.4.19
0
L
B :ljf(x)dx 3.4.20
=] 4.

O sea que By es el valor medio de la funcion, y no cambia con el movimiento.

Para quienes hayan visto series de Fourier en cursos de matematicas notaran una
fuerte similitud con esta descomposicion. Cabe notar que aca las funciones sinusoidales
en que desarrollamos son periddicas con periodo 2L, o 4L (extremos mixtos) pero estan
definidas solamente entre 0 y L. Lo que hemos hecho es un desarrollo en modos
normales o soluciones estacionarias que circunstancialmente por ser el sistema
homogéneo dan funciones sinusoidales. Mas adelante discutiremos brevemente el caso
no homogéneo.

3.5 Ondas con pérdidas

Las soluciones halladas tienen la particularidad de que una vez puesta en
movimiento, la cuerda no se detiene nunca. Hemos ignorado la disipacion. Al igual que
en el caso del péndulo, es necesario un modelo adecuado de los mecanismos de
disipacion para saber como introducirlo en la ecuacidon. Sin embargo vimos que se
obtiene una descripcidn exitosa proponiendo una fuerza proporcional a la velocidad, por
lo que extenderemos esa descripcion a la ecuacién de onda. Hecho esto la ecuacion
queda:

azy/(x,t)_cz 52W(x’f)_ oy 3.5.1
_ y 5.
812 axz ot

Con el nuevo término de disipacion ya no esperamos una oscilacion permanente,
sino que se atenue en el tiempo. Esto es un valor complejo para la frecuencia, o sea una
oscilacion con amplitud que decae exponencialmente en el tiempo.

Hagamos una analogia con los sistemas discretos. En éstos dada una condicion
inicial, se la descomponia en modos normales, y cada modo normal oscilaba decayendo
exponencialmente en el tiempo con una constante de decaimiento que dependia del
modo. La relacion entre las coordenadas en un modo no cambiaba por la presencia de la
disipacion. En el caso continuo esto ultimo equivale a decir que la forma espacial del
modo no cambia, 0 sea que por ejemplo para extremos fijos sigue siendo una funcioén
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sinusoidal con los valores de & dados por la ecuacién 3.3.4. veamos como encontrar
estas soluciones.

Proponemos nuevamente separacion de variables, funcion de onda es el
producto de una funcidn espacial y una temporal:

w(x.t)=f(x)g(t) 3.5.2
y para la funcion espacial proponemos la forma:

f(x)=Ccos(kx+¢) 353

y para la temporal
g(t)=e" 3.5.4
Si reemplazamos 3.5.3 y 3.5.4 en 3.5.2 y 3.5.1 se obtiene

a’ =-k’c? - 3.5.5
que es nuestro polinomio caracteristico tal como se obtenia para el oscilador armonico,
pero ahora k£ no es una constante dada a priori sino aun por determinar por las
condiciones de borde.

Como uno espera un sistema que oscile, podriamos haber propuesto una
expresion alternativa para 3.5.4 como:

g(t)zeia)t 3.5.6
que hubiera dado en vez de 3.5.5:
a)z—iya):czk2 3.5.7

Como dijimos antes a esta relacion entre ® y & se la denomina relacion de dispersion, y
contiene toda la informacion sobre la ecuacion de onda si ésta es lineal. Mas aun, a
partir de ella es posible reconstruir la ecuacion de onda. En efecto vemos un término
proporcional a la frecuencia al cuadrado, que proviene de la derivada segunda temporal,
un término proporcional a la frecuencia con coeficiente imaginario, que proviene
necesariamente de un término proporcional a la derivada temporal con coeficiente real y
un término cuadratico con k que debe provenir de una derivada segunda espacial.
La solucion de 3.5.7 establece:
2

w=il+ =T =iV iy 3.5.8
2 2

4

y el sistema oscilara si las pérdidas son pequeiias, que equivale a pedir que

Y <k 359
2

y la solucion queda finalmente
w(x,t)=Ccos(ki+p)e ™ 2 tcc. 3.5.10

Notemos que al igual que en el oscilador armoénico con pérdidas, la frecuencia quedo
ligeramente corrida respecto del caso sin disipacion pero fundamentalmente aparece un
término de decaimiento exponencial en el tiempo.
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3.6 ;Donde estd la energia?

Al igual que en el oscilador armdnico unidimensional esperamos que cada
modo, dado por el valor de &, presente al oscilar una alternancia entre dos formas de
energia.

Para la energia cinética de un tramo de longitud Ax con velocidad v tenemos:

I AN
E. =< pAx| — 3.6.1
¢ 2 [ ot j

La longitud del tramo Ax debe ser mucho menor que la longitud de onda para
poder considerarlo recto.

La energia elastica surge del hecho que cada tramo de cuerda es estirada para
adaptarse a la nueva forma curva mas larga que la forma de reposo. Para determinar la
energia potencial elastica calcularemos el trabajo realizado sobre cada tramo de longitud
en reposo Ax por la tension 7 a la que es sometido durante el estiramiento.

T
Al - Ax
0 T Ay
T
AX Al

Fig. 3.6.1 estiramiento de un tramo de cuerda. El trabajo es T(Al-Ax)

Esto se ilustra en la figura 3.6.1 de donde el trabajo realizado respecto del reposo es:

W=T(Al-A4x) 3.6.2
Utilizaremos la aproximacion de dngulo pequefio para expresar 4/ en término de Ax y la
funcién de onda w:

[ = A% + Ay? Ax1/1+ A"’ = A 1+ a‘/’j Ax[]+ (%‘/’j J 3.6.3
X

Con lo que 3.6.2 queda:

W= fT(a‘/’j Ax 3.6.4
ox

tanto la energia cinética de un tramo de soga como el trabajo realizado para estirarla (su
energia potencial elastica) son proporcionales al largo del segmento elegido y dependen

del punto de la soga elegido ya que la funcidon de onda y y sus derivadas son funciones
del punto. Definimos pues la densidad lineal de energia U como:

U= hm£=a—E 3.6.5
A—0 Ay ox

quedando para las densidades de energia cinética y potencial las expresiones:
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3.6.6

3.6.7

Veamos como es la distribucion espacial y temporal de energia en la soga
vibrando en un modo normal (onda estacionaria). La funcién de onda es:

w(x,t)=w cos(kx+@, )cos(wt+¢, )

y sus derivadas:

aa_l/z/(x’t) =—y s cos(kx+ @, )sen(wt + ¢, )

aa_‘//(x,t) =—ky sen(kx+¢, )cos(ot+¢; )
X

Quedando las densidades de energia (3.6.6 y 3.6.7):

Uc(x,t)zépa)zy/i[ cosZ(kx+¢x)sen2(a)t+¢t)

Up(x,t)zéTng//f/lsenZ(kx+¢x)cos2(wt+¢t)

y a partir de la relacion de dispersion:

0’ =c =4
o)
resulta:
1 2 2 1 2 2
Ue)max =5po Wiy =5Tk "y =Up)max

3.6.8

3.6.9

3.6.10

3.6.11
3.6.12

3.6.13

3.6.14

vemos pues que para este caso sin disipacion la energia potencial y la cinética toman el
mismo valor méximo, pero de 3.6.11 y 12 llegan a esos maximos en distintos instantes y
lugares. La energia cinética toma su valor maximo en los vientres de la onda
estacionaria en el momento en que la onda pasa por la posicion de reposo (que es
cuando es maxima la velocidad). La energia potencial toma los maximos en los nodos,
en el momento en que la onda estd en su maximo apartamiento del equilibrio. Es cuando
en los nodos se produce la méxima elongacion. Estas situaciones son ilustradas en la
figura 3.6.2, en la que se grafica la funcién de onda y las densidades de energia para

distintos instantes de la oscilacion.
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funcién de onda
o
/

E cinética

E potencial

Fig. 3.6.2 funcion de onda y distribucion espacial de la energia en tres instantes de la
oscilacion.

3.7Caso de estudio: volviendo al péndulo

Cuando analizamos las aproximaciones que nos condujeron a la ecuacién del
péndulo en el caso 1 del primer capitulo, entre las consideraciones efectuadas
despreciamos la masa del hilo. Ahora estamos en condiciones de analizar el movimiento
resultante sin necesidad de utilizar dicha aproximacién. Consideremos pues el caso de
una masa M pendiendo de un hilo de densidad lineal p. Mantendremos por ahora la
aproximacion de que la masa M es mucho mayor que la del hilo. Por lo tanto tenemos
que en equilibrio la tension del hilo es Mg. Si incluimos la masa del hilo la tension
dependera del punto del hilo en cuestion, ya que el extremo superior soporta a la masa
My todo el hilo, mientras que el extremo inferior solamente soporta a la masa M.

Al apartarse del equilibrio se le imprime un movimiento transversal al hilo, que
evolucionara siguiendo la ecuacion de ondas cldsica descripta para la cuerda en las
secciones anteriores. Para el caso de la cuerda sin disipacion la funcion de onda sera:

w(z,t)= Asen(kz)cos(wt+¢@) 3.7.1

donde tomamos z=0 en el punto fijo (gancho), y la coordenada i representa el
apartamiento del equilibrio en la direccion x. Lo que cambia para esta cuerda es la
condicion de borde en el extremo inferior, que ya no es fijo ni libre, sino que esta sujeto
a que la masa M es forzada a moverse solidaria a la cuerda. Esta condicion se escribe
como (ver figura 3.7.1):
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2
a—g’J _F, =¥ 3.7.2
o ) _, oz

A partir de estas dos ltimas ecuaciones se obtiene:

MgkAcos(kL )= a)ZMAsen(kL) 3.7.3

que usando la relacidon de dispersion se satisface cuando:

m(kL):%:p—L 3.7.4
¢’k MkL

donde se utiliz6 la tension en equilibrio 7=Mg.
En la figura 3.7.2 se grafican el término de la izquierda y el de la derecha, siendo las
soluciones los valores de k para los que ambas curvas se cruzan. Vemos que
nuevamente encontramos infinitas soluciones para k, pero distintas a las del hilo con
extremos fijos.

El ultimo término es proporcional a la relacion entre la masa del hilo y M, de
modo que cuando este cociente es muy pequeio podemos hallar aproximadamente las
soluciones pues:

kL tan(kL ) = %L <1 3.7.5

y el menor valor de £ satisface que la tangente se puede aproximar por su argumento:
k;Ltan(k;L)=(k,L)* =%L<<I 3.7.6

como k; L<<I, vale entonces que k; z<</ para todo el hilo, o sea que en la solucion
3.7.1 puede aproximarse el seno por su argumento, quedando:

w(zt)=Akjzcos(wt+¢) 3.7.7

que indica que el hilo se mantiene aproximadamente recto como asumimos para el
péndulo con hilo sin masa.
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Figura 3.7.1 esquema para ilustrar como se relaciona la fuerza sobre la masa M que
pende de un hilo con la forma que asume el hilo en ese instante.

Las otras soluciones en esta misma aproximacion se obtienen cuando la tangente
de kL es muy pequefia. En efecto ndtese en 3.7.5 que a medida que k& aumenta la
tangente se hace menor. Los valores de & son aproximadamente aquellos que anulan la
tangente (ver figura 3.7.2):

kp,L=(m-1)x 3.7.8

que es la solucion para extremo fijo. O sea que la inercia de la masa es tan grande que la
soga vibrara sin moverla, salvo la primera solucion, que oscila como un péndulo.

A medida que la masa del hilo aumenta, la solucion se aparta de la hallada,
como se ilustra en la figura 3.7.2, y si la masa del hilo se hace mucho mayor que M
tiende a la solucion con un extremo libre. Aqui hay que hacer la salvedad que en este
caso no vale la ecuacion de ondas que escribimos ya que la tension del hilo varia con la
posicion. Lo que se obtiene rigurosamente es una ecuacion de ondas en que los
parametros ahora dependen de la posicion, por lo que 3.7.1 ya no es una solucion.

capitulo 3 73



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

1[:] B T T

L]
it e e ¥ + ¥ T ¥
b I A

Figura 3.7.2 Grafico para determinar los valores de k para los modos del péndulo
cuando se considera la masa del hilo. La interseccion entre las curvas dan las soluciones
de la ecuacion 3.7.4. Notese que para numeradores pequeios (masa del hilo pequefia)
los modos superiores son practicamente cuando la tangente se anula.
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Guia 3

1) Una cuerda de longitud L fija en sus extremos es lanzada a oscilar con igual amplitud
en sus dos modos de menor frecuencia. Parte del reposo.

a- Encuentre el apartamiento del equilibrio para cada punto de la cuerda en funcion del
tiempo. b- ;Con qué periodo se repite el movimiento?

c- Grafiquelo para cuatro instantes equiespaciados dentro de un periodo.

2) Una cuerda de longitud L fija en un extremo y libre en el otro es lanzada a oscilar en
sus modos 5 y 7 con igual amplitud, pero partiendo del reposo el modo 5y de su
maxima velocidad el modo 7. Repita los puntos del problema 1.

3) Mostrar que si y es solucion de la ecuacion de onda clasica, las funciones ¢; ¢, y 03
definidas abajo también lo son.

oy oy
¢; o $; o $3 = [y

4) Se suelta una cuerda fija en sus extremos desde el estado inicial en reposo indicado

en la figura. 4
a- calcule la evolucion en el tiempo.

b- ;cual es el modo excitado de mayor amplitud?
c- ;qué modos no son excitados? 0 L/2

5) (Cémo cambia el problema anterior si el estado inicial es antisimétrico, como indica

la figura?
6

5

0 1.2 L

6) (Para qué valor de L; se maximiza la excitacion del segundo modo?
(Qué cambia musicalmente al cambiar L,?

7) Se aplica una fuerza impulsiva sobre un 10% del largo de una cuerda fija en sus
extremos. El impulso es suficientemente rapido como para asumir que la cuerda no se
movid apreciablemente durante su aplicacion.

a- ;donde debe aplicarse el golpe para tener maxima amplitud en el quinto modo?

b- ;y para tener maxima relacion entre el quinto y el tercero?

8) Escriba la ecuacion de onda para el caso del péndulo cuando la masa del hilo no es
mucho menor que la del cuerpo suspendido. Para ello tenga en cuenta que la tension
varia a lo largo del hilo debido al peso del propio hilo. Muestre que las soluciones
sinusoidales obtenidas para la cuerda ya no son solucion. Discuta soluciones
aproximadas.
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Si uno puede construir infinitas teorias equivalentes con simples cambios de
variables y diferentes asignaciones a las variables intuitivas ;Con qué criterio
se prefiere una de ellas?

Capitulo 4
OTRAS ECUACIONES DE ONDAS.

Analizaremos en este capitulo varios sistemas que se caracterizan por que sus
evoluciones al ser apartados del equilibrio son descriptas por ecuaciones similares a la
ecuacion de ondas clasica dada en el capitulo anterior. Es importante analizar las
similitudes y diferencias entre estos sistemas a fin de entender que aspectos de la
evolucién son comunes y cuales son propios de cada ecuacion de ondas particular.

4.1. Ondas longitudinales en un resorte:

Analicemos el caso de un resorte homogéneo al que se le introduce una
perturbacion a su equilibrio caracterizado por un desplazamiento longitudinal de
algunas de sus espiras. Esta situacion es ilustrada en la figura 4.1.1 en la que se muestra
un resorte en equilibrio y el mismo resorte luego de ser perturbado longitudinalmente.

X X+AX X
>

Fig. 4.1.1: La figura superior muestra el resorte en equilibrio y la inferior la
deformacion debida a una perturbacion longitudinal.

L

RIIRIIRIIIRI R

m=pAXx AX

Fig. 4.1.2 El resorte puede ser descripto como una sucesion de N resortes en serie de
longitud Ax y largo total L=NAx.

La coordenada a lo largo del resorte la designamos como x, y el apartamiento del
equilibrio es caracterizado por la funcidon de onda y(x) que indica cuanto se apart6 hacia
la derecha el punto que en equilibrio estd en la coordenada x. En este caso es mas claro
que en el caso de la cuerda que x es un rotulo que indica de qué punto hablamos y no la
coordenada del mismo (la coordenada y el rotulo coinciden en el equilibrio). En primer
lugar necesitamos indicar cuales son los pardmetros propios del resorte que lo
caracterizan. En forma similar a la cuerda uno de ellos sera su densidad lineal p y el otro
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debe caracterizar su elasticidad. Para esto ultimo podemos pensar al resorte como una
sucesion de N resortes en serie de longitud L/N. Si estiramos el resorte de longitud L y
constante K; en una magnitud AL cada resorte de longitud L/N se estirara en AL/N. La
fuerza sobre cada resorte es la misma que la del resorte completo (ver figura 4.1.2), por
lo que cada resorte corto se estira N veces menos ante la misma fuerza, o sea la
constante de los resortes cortos es N veces mayor. La constante de cada tramo de resorte
es entonces inversamente proporcional a su longitud. Definimos un pardmetro
caracteristico intrinseco del resorte K; tal que la constante K; de un resorte de largo L es:

K L=K; 4.1.1

Deseamos ahora escribir la ecuacion de movimiento de cada tramo del resorte de
longitud Ax que es sometido a la accion de la fuerza de los tramos vecinos. Asi el tramo
entre x y x-Ax es tensionado con una fuerza F por el tramo vecino a la derecha que
ejerce una fuerza proporcional a su estiramiento:

Fy % K[y (et 40 =y (0] = o+ A0~y ()] 412

Esta expresion es aproximada ya que el estiramiento del tramo no es
necesariamente uniforme, y la expresion serd mas precisa cuanto mas corto sea el tramo
de resorte estudiado. Por ello si tomamos el limite cuando el largo del tramo tiende a
cero (Ax—0) la expresion queda:

F, =k, 2D 4.13

Ox

Esta expresion es pues la fuerza que realiza el resorte que esta a la derecha de x
sobre el de la izquierda, y depende del valor de x y del momento en que se evalua. Por
ser un par de interaccion la fuerza que realiza el resorte que esta a la izquierda sobre la
derecha es de igual médulo y sentido contrario. Si analizamos ahora el movimiento del
tramo entre x y x+4x , estard sometido a una fuerza desde la izquierda en x y desde la
derecha en x+Ax por lo que su aceleracion sera:

2
oY Y = Fp(x+40)-Fp(x) :K{GW(HAX’U - 8"’(’“”} 4.1.4
ot Ox ox

donde dividiendo por Ax y tomando el limite cuando Ax—0 se obtiene la ecuacion de
ondas clasica:

’y(xt) _K;i Op(xt)
o’ p o’

4.1.5

El paso siguiente es estudiar como se distribuye la energia en el resorte al estar
oscilando alrededor de su equilibrio. La energia cinética de un tramo de longitud Ax es:

i oy
E. =L poAx] == 4.1.6

y la energia potencial serd proporcional al estiramiento del tramo al cuadrado:

1 K 2 1 w(x+Ax)-w(x) >
E, =4 E (s de)—y(x)]? = L4k [ . )i 417
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vemos que el segundo término tiende a la derivada espacial al cuadrado. Ambas energia
son proporcionales a la longitud del tramo. Siguiendo la definiciéon de densidad de
energia utilizada para la cuerda (capitulo 3) queda:

; (owY
U.==<pl — 4.1.8
2
_lg (%%
U, —2K,(6x] 4.1.9

que es completamente analogo al caso de la cuerda.

Resorte de torsion:

Un caso analogo es el de un alambre que al ser torsionado tiende a restituir su
equilibrio, como el utilizado para sujetar las barras en el caso 2.1.1. Un tramo es
ilustrado en la figura 4.1.3 donde se indica la definicion de la funcidon de onda y(x).

V(X +AX)

ﬂwb

Fig. 4.1.3: barra de torsion. Al ser apartada del equilibrio el tramo tiende a enderezarse
estableciendo una cupla restitutiva.

De manera similar al resorte, la constante restitutiva sera inversamente
proporcional a la longitud del tramo y las propiedades del alambre se indican por su
densidad de momento de inercia J y su constante restitutiva intrinseca Q; quedando el
momento de la fuerza que ejerce el tramo de la derecha sobre la izquierda como:

0 :Ql-aa—;” 4.1.10

y la ecuacion de ondas resultante de evaluar los momentos de las fuerzas sobre un tramo
de longitud Ax

0%y(xt) _ 0; Oy(xt)

7 T ol 4.1.11

4.2. Ondas de presion en un fluido. Sonido

El caso de estudio ahora es un fluido compresible que estd confinado en un tubo
de area transversal 4 como indica la figura 4.2.1. La coordenada a lo largo del tubo es

capitulo 4 79



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

nuevamente x, y la funcién de onda y(x) indica como se aparta la superficie que en
reposo esta en x hacia la derecha. La caracterizacion mecanica del fluido la hacemos
ahora a través de su densidad volumétrica p y la presion P. Al producirse una variacion

de presion en alguna superficie, se desplazara el fluido variando al mismo tiempo su
densidad.

|
lW()ﬁ') | W(X+AX)

N

W

Fig. 42.1. Un tubo conteniendo un fluido compresible (por ejemplo aire) es
comprimido produciendo el desplazamiento del equilibrio indicado para un tramo de
longitud Ax.

Esto es ilustrado en la figura 4.2.1, donde puede observarse que hay una
variacion del volumen, siendo luego de la perturbacion:

V=AAx+ Al w(x+ Ax)—y(x)] 4.2.1
donde el segundo sumando es la variaciéon de volumen, que por conservacion de la masa
implicara la variacion de la densidad. Definimos como P, y p, a la presion y densidad
de equilibrio respectivamente. Buscaremos los apartamientos de dicho equilibrio en
estas magnitudes como consecuencia de los desplazamientos descriptos por la ecuacion
4.2.1. definimos las nuevas magnitudes perturbadas (con subindice s por sonido) como:

P=Po Tt Ps
P=P +P

422

Podemos relacionar la perturbacion en la densidad con el cambio de volumen, a partir
de igualar la masa encerrada en el volumen original con la encerrada en el nuevo
volumen dado por 4.2.1:

PoAAX = pAAx + pAAy = p, AAx + pg AN + p, AAY + p, AAY 4223

El dltimo sumando es de segundo orden en la perturbaciéon (proporcional a la
perturbacion en la densidad por la perturbacion en la posicion), al dividirlo por Ax y
tomar el limite tenderd a cero, por lo que se desprecia. Queda pues luego de despejar p:

A 0
Ps :—pozw%—poa—f 4.2.4
donde el signo (-) indica que si la derivada es positiva (el tramo se alarga) la densidad
disminuye (lo esperado).
Con esto queda relacionada la perturbacion en la densidad con la perturbacion en
la posicion. Para hallar la ecuacion de evolucion utilizamos la ley de Newton, para lo

cual expresamos la fuerza en término de la presion:
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oP,

F = A[ P(x)=P(x+4x)] — —Adx— 425
X

donde hemos supuesto que no hay inhomogeneidades en la presion de equilibrio (la
derivada espacial de P, es cero). Nuevamente un signo (-) que en este caso indica que si
la presion crece hacia la derecha (derivada positiva) la fuerza neta resulta hacia la

izquierda.
Igualando esta fuerza a la masa del elemento de volumen por su aceleracion:
v oP,
pOAAxa— =—AAx—2 4.2.6
8t2 ox

Falta ahora expresar la perturbacion en la presion en término de la perturbacion en la
densidad, que a su vez es funcién de la perturbacion en la posicion. De este modo
quedaré una ecuacion en la funcion de onda . La presion serd funcion de la densidad,
por lo que puede desarrollarse en serie como:

P(p):Po+Ps:PO+Z—PpS+..:PU+KpS 4.2.7
oy

donde el parametro k esta relacionado con la compresibilidad del fluido. Indica cuanto
varia la presion ante un cambio de densidad (su inversa dard cuanto cambia la densidad
ante un cambio de presion). De las ecuaciones 4.2.7 y 4.2.4 queda:
oP, » op, o’y

s —
- _p()K

= > 42.8
ox Oox Oox

que insertada en 4.2.6 da:

2 2
0 t//(jc,t) :Ka l//(f’t) 4.2.9
ot ox

que es nuevamente la ecuacion de ondas clasica. La misma ecuacion es satisfecha por
las variables Py y ps .Al producto del parametro k por la densidad se lo denomina
modulo de compresibilidad o modulo volumétrico de elasticidad K:

K=xp,. 4.2.10

y la inversa de K se denomina compresibilidad del fluido.

Caso del gas ideal:

El moddulo de compresibilidad puede ser obtenido empiricamente para los
distintos materiales o a partir de ecuaciones que relacionen la presion con la densidad.
Un caso importante en que dicha ecuacion es conocida es el del gas ideal. Esta ecuacion
aproxima mejor cuanto menos importante sea la interaccion entre las moléculas o sea
cuanto menor sea la densidad de particulas en el gas. Para el aire en condiciones
normales de presion y temperatura (presion atmosférica normal a 300K) es una buena
aproximacion. La ecuacion de estado para un gas ideal es:

P=§RT=pRT 4211

Donde 7 es el nimero de moles, R una constante conocida como constante de los gases
y vale R=8,314 10’erg/(mol K), y la densidad quedd expresada en moles por unidad de
volumen. Cabe notar que al marco tedrico de la dinamica de Newton le estamos
agregando ahora el marco de la teoria termodindmica. Si la perturbacion de un volumen
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pequeno del gas es producido lentamente, de modo de darle tiempo de equilibrar su
temperatura con el medio circundante, podemos suponer que la temperatura es constante
por lo que:

R 42.12
P

Quedando el moédulo de compresibilidad
K=P 42.13

La otra situaciéon experimental limite que se puede presentar es que la
perturbacion es tan rapida que el pequefio volumen de gas no llega a intercambiar calor
con el medio circundante y la evolucion se produce en forma adiabatica (sin
intercambio de calor). En este caso la ecuacion que describe la evolucion del gas es:

PV7 =constante 42.14

donde el coeficiente y depende del gas. La compresibilidad se obtiene ahora como:

dP dP dV P V P
— == —y=|-=|=y= 4.2.15
dpo dV dp V 0 0
y el mddulo de compresibilidad queda:
K =P 4.2.16

Un caso particular de estas ondas es el sonido audible, cuyo rango de frecuencia
esta entre 100Hz y 20000Hz. Para estas frecuencias experimentalmente se encuentra
que el modelo que mejor ajusta los resultados experimentales es el de suponer una
evolucion adiabatica. Para el aire en condiciones normales es y=1,40.

Energia

De manera similar a lo realizado anteriormente podemos calcular la densidad de
energia en el fluido debido a la perturbacioén introducida. Para la energia cinética se
obtiene:

2
E =1 pAAx(a—Wj 42.17
Ot
y la densidad volumétrica de energia cinética:
2
_ 1,0
Uc—2p( azj 4.2.18

Para la energia potencial hacemos la analogia con el resorte, para el resorte la fuerza
entre segmentos contiguos es:

r=k%% 42.19
ox
y para el sonido es a partir de 4.2.4,4.2.7y 4.2.10
F=Pa=-K1Y 4220
ox

por lo que por analogia con 4.1.9 queda:
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a 2
U,= %K(—WJ 4221
ox

Hasta ahora hemos descrito sistemas continuos a los que se les infringe una
perturbacion a su equilibrio. Todos ellos tenian la particularidad de ser homogéneos, es
decir que la simetria ante traslaciones solo se rompia por las condiciones de borde.
Notemos que la ecuacion de ondas clasica es invariante a cambios en el origen de
coordenadas. Si cambiamos x por x '=x-x, (traslacion) las derivada parciales respecto de
x y de x’son idénticas, por lo que se obtiene la misma ecuacion. Si hay una
inhomogeneidad, como una cuerda con densidad variable o tension variable (péndulo),
el parametro ¢ en la ecuacion de ondas deja de ser constante, y pasa a ser funcién de la
coordenada x. En este caso la funcion sinusoidal espacial hallada anteriormente deja de
ser solucion de la nueva ecuacion de ondas inhomogénea.

4.3. Sistemas discretos periodicos

Analizaremos ahora un caso particular de sistemas discretos en que las partes
componentes se ordenan en un arreglo periddico. Este es el caso por ejemplo de los
solidos cristalinos, en que los 4&tomos o moléculas se ordenan en una red que se repite
periddicamente en el espacio. La simetria presente en estos sistemas no es tan fuerte
como la de sistemas homogéneos, las propiedades no se repiten ante traslaciones
continuas. Pero hay cierta reminiscencia en que las propiedades se repiten ante
traslaciones finitas multiplos del periodo del arreglo. Esta similitud nos permitira
encontrar soluciones a las nuevas ecuaciones de ondas. Veremos algunos ejemplos que
nos permitiran inferir el método general.

n-1 n n+1
m ‘ [ ‘ [ ‘ [ a
| | |
| | |
— -

\Vn-1 WV Wn+1

Fig. 4.3.1: Arreglo periodico de masas acopladas por resortes entre primeros vecinos.

En la figura 4.3.1 se muestra un sistema compuesto por masas de magnitud m
arregladas periddicamente y separadas en el equilibrio de sus vecinas proximas por una
distancia a. Se encuentran vinculadas a sus primeros vecinos por resortes de constante
restitutiva K. Estudiaremos las oscilaciones longitudinales del sistema. Tenemos pues N
grados de libertad, donde N es el nimero de masas. Definimos las coordenadas i, como
el apartamiento del equilibrio hacia la derecha de la masa ntimero n. La fuerza sobre la
masa n serd la suma de la del resorte de la derecha mas la del de la izquierda, y seran
proporcionales a los respectivos estiramientos respecto del equilibrio més las fuerzas de
equilibrio que se cancelan entre si. Queda entonces para la aceleracion de la masa
numero n:

d’y,

m dt2 = K(y/n-#l _l//n) _K(l//n _l//n—l) = K(l//n+l + l//n—l _Zl//n) 431
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hemos hecho una SNE que podemos reemplazar por una
hipotesis fuerte 1: cada tramo de resorte entre masas se estira uniformemente
(aproximacion cuasi-estatica). Ya sabemos que esta aproximacion es valida si la
frecuencia de oscilacion es mucho menor que la del modo mas bajo del mismo modo
que despreciamos las oscilaciones de la cuerda en el péndulo (ver caso 3.7).

Como siempre buscamos los modos normales de este sistema, es decir las
soluciones en que todas las coordenadas oscilan a al misma frecuencia y en fase:

w, = A, 432
que reemplazada en 4.3.1 da:
ma’ A, =—K( Ay, + A4, 1 —24,) 433

La coordenada en reposo de la masa n es
X, =na 434

Falta ahora buscar la solucion para los coeficientes 4, . Por analogia con el caso
continuo podemos buscar funciones espaciales f(x) tal que:

f(xp) =4, 435
Obviamente existen infinitas funciones que satisfacen esta condiciéon y toman entre
masas cualquier valor. Esto no es importante, solo utilizo este truco para hallar una de
dichas funciones que me permita encontrar facilmente y por analogia la solucion

general. Buscamos funciones similares a las halladas para el caso continuo, dadas las
similitudes en las simetrias de traslacion:

f(x,)=Ae™n = ge'*@n 43.6
Al insertar estas soluciones propuestas en 4.3.3 queda:

ma)ZAeikan _ _KA[eika(n—i-]) " eika(n—]) _Zeikan] _ _KAeikan(eika 4 e—ika ~2)
4.3.7

Y luego de simplificar:

mw’ =2K[1-cos(ka)] 43.8
0 aun mas simple:
mw’ = 4Ksen2(k7aJ 439

que es la nueva relacion de dispersion para esta ecuacion de ondas. La solucion general
para cada modo la podemos escribir como:

¥,(t)= Acos(kan+¢)cos(wt + ¢; ) 4.3.10

En la figura 4.3.2 ha sido graficada la relacion de dispersion 4.3.9. Cabe notar
que la solucion 4.3.10 se repite cada vez que se incrementa el valor de & en un multiplo
de 2m/a. Por lo tanto estariamos repitiendo la solucion si tomamos valores de k fuera del
intervalo graficado en la figura. Esto se debe a que valores mayores de | 4 hace oscilar a
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la funcidon entre una masa y la siguiente, oscilacion que es irrelevante en el caso
discreto, ya que en dichos puntos el valor de la funcidon no tiene ninglin significado
fisico (recordar que X,.no es una coordenada sino un rétulo).

1.2

m
4K |
0.8+ { E
0.6 | ‘ N
0.2L l 4
1.q 2
T

Fig. 4.3.2: relacion de dispersion para masas acopladas por resortes (oscilaciones
longitudinales).

Nuevamente si se imponen al sistema condiciones de borde y se limita la
dimension del sistema (niimero de masas), los valores permitidos de £ pasan a ser un
conjunto numerable, del mismo modo que ocurrid con la cuerda continua (de hecho son
los mismos valores de k& pero restringidos hasta k=7/a). El modo de frecuencia mas baja
es el de frecuencia nula (traslacion pura) y se obtiene para k=0. Este modo no es posible
si se fijan los bordes, y resulta asi al plantear las condiciones de borde pues no aparecera
k=0 como una de las soluciones posibles (o equivalentemente solo es posible para
amplitud nula). El modo de frecuencia mas alta es para k=m/a, y corresponde a cuando
las masas sucesivas oscilan en contrafase, produciendo la méxima deformacion de los
resortes.

n n+1
n-1
<«—>
m | | | a
[ [ [
[ [ [
Y — -

\Vn-1 \Vn \Vn+1

Fig. 4.3.3 Arreglo periodico de péndulos acoplados por resortes entre primeros vecinos.
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Otro ejemplo similar es el ilustrado en la figura 4.3.3. Corresponde a un
conjunto de péndulos acoplados por resortes y se estudian las oscilaciones
longitudinales. Hagamos el ejercicio de prediccion a partir de los resultados obtenidos
para las masas acopladas y lo que hemos visto para dos péndulos acoplados. Es
esperable encontrar una ecuacion similar a la 4.3.1 con soluciones similares a la 4.3.10.
En el caso de péndulos acoplados vimos que el modo de menor frecuencia es cuando
ambos oscilan en la misma direccion. Acd nuevamente es posible que todos oscilen
juntos. La longitud de onda para este caso es infinita (k=0) y la frecuencia es la del
péndulo. Nuevamente la frecuencia mas alta debe ser cuando los péndulos sucesivos
oscilan en contrafase ya que al oscilar en contrafase la torsion y por ende la aceleracion
restitutiva es mayor (esto es lo visto en los dos péndulos y en las masas del ejemplo
anterior), .

Escribamos la ecuacion, que es igual a la 4.3.1 pero agregando la fuerza
restitutiva gravitatoria debido a la oscilacion del péndulo:

d’y,  mg
me Z—T%+K(%+l+wn_1—2w,,) 43.11

Nuevamente buscamos los modos normales (repetimos 4.3.2):

w, =A™ 43.12
que reemplazada en 4.3.11 da:

mao'd =254 —K(4,+A4  —24 43.13
L

n)
y dada la periodicidad espacial del sistema proponemos nuevamente:

A, = Ae'kan 43.14

n

que insertada en 4.3.13 y luego de un poco de trabajo queda la relacion de dispersion:
2 mg 2 ka
mow® =—=+4Ksen”| — 4.3.15
L 2

Esta relacion de dispersion es graficada en la figura 4.3.4. Puede confirmarse la
prediccion cualitativa previa, el modo de menor frecuencia mmin €s aquel en que los
péndulos oscilan juntos a la frecuencia de cada péndulo aislado. A medida que aumenta
el nimero de ondas £ los péndulos sucesivos se apartan mutuamente en mayor grado y
debido a la fuerza restitutiva de los resortes la frecuencia aumenta hasta un valor ®max
cuando los péndulos sucesivos se mueven en oposicion.

Que no existan soluciones para ®<®min 0 O>WOmax €n 4.3.15, no significa que el
sistema no pueda oscilar a esas frecuencia, solamente que la soluciéon propuesta 4.3.14
no es la correcta. En efecto si proponemos una solucion exponencial no oscilante:

A, = Ae™™ 4.3.16
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se puede encontrar nuevas soluciones (ver problema 9). Dichas soluciones corresponden
a péndulos que oscilan a la misma frecuencia pero con amplitudes que decaen
exponencialmente a lo largo del sistema y por este decaimiento exponencial (no
atribuible a la absorcion o pérdida) se las denomina ondas evanescentes.

1.2
g 4K
L m

0.8

=~ |og

0.4

0.2

|
|
|
|
|
0.6 - }l
|
|
|
|

Fig. 4.3.4: relacion de dispersion para los péndulos acoplados.
Limite al continuo:

Para ambos casos discretos si estudiamos las soluciones en que la longitud de
onda es mucho mayor que el periodo espacial del sistema a, es decir:
ka << 1 4.3.17
las relaciones de dispersion quedan respectivamente para las masa acopladas y los
péndulos acoplados :

2
wzzﬁsenz{@];ﬂ("_ﬂj _ Ka ;2 43.18
m 2 m\ 2 m/a
2
0?8, 4K (k) g 4K(ka)" _g Ka 55 43.19
L m 2 L m\2 L m/a

la ecuacion 4.3.18 es idéntica a la obtenida para el resorte de densidad m/a y constante
intrinseca Ka. Hacer el limite en la relacion de dispersion es equivalente a tomar el
mismo limite en la ecuacion de ondas. Si en la ecuacion de ondas 4.3.1 se dividia ambos
miembros por el espaciado a, y el segundo se multiplica y divide por a (de modo de
quedar Ka como parametro distribuido) y se toma el limite cuando a tiende a cero, se
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obtiene la ecuacion de ondas clasica cuya relacion de dispersion es 4.3.18. Inversamente
si se asume que la relacion de dispersion 4.3.18 corresponde a un sistema continuo
lineal, se puede construir a partir de ella la ecuacion de ondas simplemente
reemplazando los términos en k al cuadrado por derivadas espaciales segundas
negativas y los términos en la frecuencia al cuadrado por derivadas temporales segundas
negativas. Queda claro ahora que al tomar el limite al continuo en un sistema discreto
estamos cometiendo un error en las soluciones con longitud de onda comparable al
periodo del sistema. En la figura 4.3.2 estamos tomando como solucion la recta tangente
en el origen.

Andlogamente la relacion de dispersion 4.3.19 corresponde a la aproximacion a
segundo orden de la frecuencia al cuadrado. No es el desarrollo al orden mas bajo de la
frecuencia en funcion del nimero de onda. Si recorremos el camino inverso y
escribimos la ecuacioén de ondas de un sistema continuo que da origen a dicha relacion
de dispersion, se obtiene:

O’w(x,t)

Oy (x,1)
ot 4G U S

4.3.20

que es una ecuacion de ondas distinta de la ecuacion de ondas clasica. En particular esta
ecuacion coincide con la que satisface una particula relativista sin spin e la mecéanica
cuantica y se la conoce como ecuacion de Klein-Gordon.

Como mencionamos al principio de esta seccion, un caso particular de sistemas
discretos muy relevante es el de solidos cristalinos, en que los atomos o moléculas se
ordenan en una red periddica. Pensemos cualitativamente qué pasara con un cristal
molecular, en que se repiten periddicamente moléculas de la misma estructura. Si las
oscilaciones son tales que las moléculas no se deforman, son como masas acopladas.
Habra oscilaciones longitudinales como las halladas y transversales como las del
problema 7. Las relaciones de dispersion seran similares a las de la figura 4.3.2. Dos
curvas para las dos direcciones transversales (que no tienen porque ser idénticas) una
para las longitudinales. En el limite para longitudes de onda grande se tiene una relacion
lineal y corresponde a las ondas sonoras en ese cristal. Si las oscilaciones de las
moléculas son tales que se deforman, o sea que se activan sus modos de vibracion
internos, tenemos ahora no masas acopladas sino osciladores acoplados. El sistema es
similar al de péndulos acoplados, y para k=0 no se tiene frecuencia cero. Estas son
ramas adicionales que corresponden a oscilaciones de mayor frecuencia en que hay
deformaciones de cada celda unitaria que conforma el cristal. Lo mismo vale si el
arreglo cristalino no corresponde a moléculas agrupadas sino simplemente atomos. La
diferencia cualitativa entre cristales moleculares y otros cristales es que las moléculas
estin mas débilmente acoladas con los vecinos que en los otros tipos en que las
ligaduras son mas fuertes. Dichos sistemas pueden ser metales, cristales covalentes o
cristales i6nicos, que se diferencian en la quimica de las ligaduras.
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Guia 4

1) Encuentre los modos normales de la cuerda
ilustrada en la figura, que esté sujeta fija en sus
extremos y tiene una masa sujetada en el centro.

2)Se establece una onda sonora estacionaria en el interior de un tubo de 1m de longitud
y Scm de didmetro. Si se la excita en el modo mas bajo con una presion pico de 10°
“dinas/cm?, calcule el desplazamiento pico y el cambio de densidad pico, asi como la
energia total contenida en la onda confinada en el tubo. Haga el célculo para el tubo
cerrado en ambos extremos y para el tubo abierto en un extremo. Compare ese
desplazamiento con la distancia media entre moléculas en el aire. Nota: el ejemplo dado
corresponde a un sonido apenas audible.

3) Un resorte con extremos libres es comprimido inicialmente un 5% en su 10% central
y se lo suelta. Escriba las condiciones iniciales, halle su descomposicion en modos
normales y escriba la solucion para todo tiempo. Demuestre que la solucidn es periddica
(¢con qué periodo?) y dibuje (con ayuda de una computadora) la solucion para 10
tiempos distintos dentro de un periodo. Discuta el resultado.

| | I M
| |

4) Un resorte apoyado horizontalmente sin rozamiento y fijo en
un extremo, tiene una masa M sujeto en el otro extremo. Calcule
los modos normales de oscilacion longitudinal del resorte.

5) Una barra cuelga soldada a un alambre de torsion (similar al
caso 2.1) con el otro extremo libre para girar. Encuentre los
modos de torsion del alambre.

Repita el célculo para el extremo del alambre fijo.

soldado

resuelva el caso 2.1 teniendo en cuenta las ondas de torsion que

se propagan por el alambre. Compare los modos mas bajos con Barra 5mm
la solucion hallada para el caso 2.1 en que se considerd como de

dos grados de libertad.

6) Utilizando el resultado anterior y consideraciones de simetria /

7) Se tiene un sistema de masas acopladas por resortes. Halle la —
ecuacion de ondas correspondiente a las oscilaciones longitudinales y transversales
despreciando la masa de los resortes. Encuentre la relacion de dispersion para este

sistema y grafiquela.

7 m

IRRR IRRRL LRI IRL
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8) Se tiene un sistema de péndulos acoplados longitudinalmente por resortes. Halle la
ecuacion de ondas correspondiente a las oscilaciones longitudinales y transversales
despreciando la masa de los resortes. Encuentre la relacion de dispersion para este
sistema y grafiquela. |

9) Para el problema anterior resuelva para el caso en que 1as O<®min 0 ©>®max. Para ello
proponga una solucion del tipo:

_ tkan
A, = Ae

y encuentre la nueva relacion entre o y k. (k complejo).
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Si nuestro cerebro se desarrollé para adaptarnos a la naturaleza (La
matematica que usamos para describir la realidad es la que mejor se adapta a
esa realidad o a nuestros procesadores innatos?

Capitulo 5
ONDAS PROPAGANTES.

Hasta ahora hemos analizado sistemas confinados en los que se introduce una
perturbacion a su equilibrio y se establece un movimiento de las “coordenadas” respecto
de ese equilibrio. El esquema ha sido:

-establecer las ecuaciones que describen la evolucion del sistema. Para ello se
recurre a la teoria adecuada al sistema en estudio (mecanica, termodinamica,
electromagnética o la que corresponda), y se realizan las aproximaciones que sean
necesarias para llegar a una expresion suficientemente sencilla sin demasiada pérdida de
completitud.

-encontrar los modos normales. Esto lleva dos pasos, uno encontrar las
frecuencias en las que todas las coordenadas oscilan en fase y luego encontrar las
relaciones entre las coordenadas para cada una de esas frecuencias. En el caso de
sistemas continuos homogéneos las soluciones espaciales también resultan sinusoidales.
A la relacion entre el nimero de ondas y la frecuencia se la denomina relacién de
dispersion y es caracteristica de cada ecuacion de ondas.

-restringir los valores permitidos del nimero de ondas a partir de las condiciones
de borde.

-la soluciéon general se obtiene como superposicion de modos normales con
coeficientes que se determinan a partir de las condiciones iniciales.

A esos movimientos los hemos denominado ondas pero no se ajustan a la
descripcion intuitiva aceptada cominmente, que se refiere a algo que se propaga. Mas
aun, en el caso de sistemas continuos a esos modos normales se los denomina ondas
estacionarias, enfatizando el hecho de que no hay propagacion. Veremos en este
capitulo que es posible escribir una combinacion de esas soluciones estacionarias de
modo de obtener una nueva familia de soluciones (y una nueva base) en que es explicita
la propagacion.

5.1. Caso de estudio: la solucion que dejamos

Haremos en este caso un planteo distinto a los casos anteriores. En lugar de
partir de un experimento y buscar modelarlo a partir de las leyes ya establecidas y
simplificaciones adecuadas, partiremos de las ecuaciones ya halladas y las exploraremos
analiticamente para predecir nuevos comportamientos.

Cuando buscamos los modos normales para las ecuaciones de ondas de sistemas
homogéneos, planteamos una solucién del tipo:

w(xt)= f(x)e'™ 5.1.1
y luego al reemplazar en la ecuacion de ondas obteniamos para f(x):
f(x)=e™ 5.1.2

Elegiamos luego una solucion real que podiamos expresar como:

w(xt)=Acos(kx+ ¢, )cos(wt+¢; ) 5.1.3
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pero podriamos haber retenido por un tiempo mas la solucién espacial compleja,
escribiendo 5.1.1 usando 5.1.2 como:

w(xt)= el i@t _ il @l+kx) 5.14
y tomando la parte real quedaria como una solucion posible:
w(xt)= Acos(wt+kx) 5.1.5
Esta nueva solucion no es un modo normal, ya que la fase varia con la posicion:
¢ =kx 5.1.6

pero si es una solucion a las ecuaciones de ondas antes presentadas (correspondientes a
sistemas homogéneos). Hemos encontrado pues un nuevo tipo de solucion que tiene la
siguiente particularidad: a medida que avanza el tiempo se repite la misma funcion
espacial pero desplazada. Esto se ilustra en la figura 5.1.1, donde se grafica la funcion
en tres instantes de tiempos distintos.

2
Onda viajera congelada en distintos instantes de tiempo
1.5+ |
>t
1 A
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Fig. 5.1.1: Onda viajera en tres instantes sucesivos.

Se observa que a medida que avanza el tiempo la funcién se corre hacia la
izquierda. Podemos formalizar esto de la siguiente manera, escribimos la funcion

espacial como:
w(xt)=Acos[k(x—x,)] 5.1.7

donde X, es una funcién del tiempo:
@
——t
k
O sea que la funcién de ondas que se obtiene en un instante dado se propaga hacia la
izquierda (velocidad negativa) con una velocidad:

X0=
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=2 5.1.8
k

hemos encontrado una solucién a la ecuacion de ondas en la que la perturbacion se
propaga (en este caso hacia la izquierda) con una velocidad determinada por la relacion
de dispersion (constante para la ecuacion de ondas clasica). Cabe notar que esta
solucion vale para todas las ecuaciones de ondas que hemos explorado (no solamente la
clasica) pues en todas ellas el sistema en estudio era homogéneo (invariante ante
traslaciones) y las soluciones espaciales eran senoidales.

3.2 Ondas propagantes, velocidad de fase

Vamos a analizar ahora més formalmente esta nueva familia de soluciones y
como se obtienen todas las soluciones a partir de ellas. Cuando escribimos como
solucion 5.1.2 en realidad se podria haber tomado cualquier signo para el nimero de
ondas, es decir, tenemos dos soluciones posibles para un mismo k:

f(x)=e"™ 52.1
con lo que se obtiene las siguientes dos soluciones para la funcion de ondas:
wE(xt)= Acos(ot +kx) 522

que corresponde a una onda viajando hacia la izquierda (x decrecientes) y otra hacia la
derecha (x crecientes). Para ver la relacion entre esta solucion y la estacionaria podemos
desarrollar el coseno de la suma, quedando:

Wi (xt)= Acos(wttkx)= Afcos(wt)cos(kx)F sen(wt )sen(kx)] 523

Es decir, las nuevas soluciones se escriben como superposicion de dos soluciones
estacionarias. Esto no es de sorprenderse ya que toda solucion es superposicion de
soluciones estacionarias, y como esta nueva solucion tiene frecuencia fija, debe ser
superposicion de dos soluciones estacionarias de esa misma frecuencia. Sin embargo no
deja de ser sorprendente que la superposicion de dos ondas estacionarias de lugar a una
onda viajera o propagante.

La forma funcional de las soluciones encontradas son sinusoidales que se
propagan a una cierta velocidad. El argumento de la funcion sinusoidal se denomina
fase, y si calculamos la posicion en el espacio del punto que tiene una determinada fase
(¢o), se obtiene como:

otthkx=¢, 524

cuya solucion es:

x=doz2, 5.2.5
kK k
que se propaga a la velocidad
@
Ve =— 5.2.6
Ik

que por ello se denomina velocidad de fase.
Hemos visto que las soluciones propagantes pueden escribirse como
superposicion de ondas estacionarias. Veremos que también vale la inversa, es decir que
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las ondas estacionarias pueden escribirse como superposicion de ondas propagantes.
Para ello simplemente sumamos o restamos las soluciones 5.2.3 quedando:

wh(xt)+w (xt)=2Acos(wt)cos(kx) 5.2.7

—w 7l (xt)+y (xt)=2Asen(wt )sen(kx) 5.2.8

Con lo que tenemos que las soluciones espaciales en senos y cosenos se escriben como
combinaciones de ondas propagantes que viajan en sentidos opuestos. Es este viaje en
sentidos opuestas que da lugar a una onda estacionaria sin propagacion neta.

3.3.Energia y potencia transportadas

Para todos los casos de ondas mecanicas hemos visto que la energia se distribuye
en dos formas, una cinética de densidad

1 (owY
U, ZECC[EJ 53.1
y otra potencial de densidad
(oY
Up :36’])(5] 532

donde c. y ¢, son dos constantes relacionadas que dependen de la magnitud que se haya
elegido como funcidon de onda. Tomemos la solucion 5.2.3 que se propaga hacia la
derecha y calculemos esos dos términos:

U, =Lc,w®A’sen’ (ot —kx) 533

U, =4c k> A’sen’ (art — kx) 53.4

p

Noétese que esta vez al derivar respecto del tiempo o de la posicion se obtiene la
misma forma funcional, por lo que ambas formas de energia viajan juntas. No alternan
en el tiempo ni en la posicién sino que alcanzan el maximo al mismo tiempo en cada
lugar. La energia no alterna entre una y otra forma sino que viaja precisamente a la
velocidad de la onda. La relacién entre las constantes que multiplican a la energia
cinética y la potencial es tal que ambas densidades de energia son iguales. Si pensamos
en el caso particular de la cuerda, la maxima energia cinética se obtiene donde y cuando
la cuerda tiene su mdxima velocidad, que es cuando cruza por cero. En ese lugar y
momento tiene el maximo estiramiento y por lo tanto la maxima energia potencial.
Como la densidad de energia viaja a la velocidad de fase de la onda, a través de una
superficie x=constante atraviesa una potencia

P=veU 535

ya que toda la energia que est¢ a una distancia dx=vdt atravesard la superficie en el
tiempo dt. Si U es una densidad lineal, P es la potencia. En cambio si U es una densidad
volumétrica P serd la potencia que atraviesa un area unitaria también llamada intensidad
de la onda.

Muchas veces interesa no el valor instantaneo de la potencia sino su valor
medio, promediado sobre tiempos mayores a un periodo de oscilacion. Este interés
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proviene del hecho que los detectores utilizados promedian sobre un cierto tiempo (no
tienen respuesta instantanea). Esto es particularmente importante en el caso de la luz, en
que f~10"°Hz y el ojo promedia durante 0,1s. La definicion del valor medio de una
funcion en un tiempo T es:

t+T

< £(t) >=% j F(edt' 5.3.6

Es facil determinar que el valor medio del seno al cuadrado es 2, con lo que se pueden
obtener los valores medios de las densidades de energia y de la potencia transmitida.

Cuando la propagacion es en el espacio libre, como el caso de sonido, y la onda
se expande en las tres dimensiones, la magnitud de interés pasa a ser la intensidad, que
es la potencia transmitida en un drea AA dividida el valor del area (en el limite en que el
area tiende a cero):

I =— 5.3.7
dA

El oido es un instrumento particularmente sensible para detectar sonido, y tiene un
rango de doce o6rdenes de magnitud entre el sonido mas débil audible y el que produce
dafio o dolor. Este rango tan grande hace que se utilice el logaritmo de la intensidad
como magnitud practica, la unidad es conocida como decibel, se la abrevia db, y se
define:

1[db] = IOIOgLILJ 53.8

o

con I, =1uW /cm® =10erg/cm’s . Esta intensidad de referencia corresponde a una

persona hablando normal al oido. A una frecuencia de 440Hz un oido normal detecta
desde —100db hasta 20db. El rango es menor a otras frecuencias, siendo el rango de
frecuencias audibles variable entre las personas, abarcando tipicamente desde 100Hz a
15 020 kHz.

Para comprender mas cabalmente lo extraordinario del rango de este
instrumento, busquen alrededor instrumentos hechos por el humano y comparen el
rango dindmico (cociente entre el mayor y el menor valor medible). Piensen que para
digitalizar cubriendo ese rango es necesario al menos 40bits para cada punto.

5.4. Algunas condiciones de borde. Reflexion de ondas

Las soluciones propagantes tiene la particularidad de que todos los puntos del
medio van oscilando de la misma manera a distintos tiempos. Esto no ocurria con las
ondas estacionarias, en que todos los puntos oscilan en fase pero con distinta amplitud,
por lo que las soluciones se podian adaptar facilmente a condiciones tales como puntos
fijos (nodos) o puntos libre (vientres). Veremos ahora que ocurre cuando en un medio
en que se propaga una onda viajera se le impone una condiciéon de borde particular.
Comenzaremos por el caso mas obvio, imponer un punto fijo. Si imponemos la
condicion:
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w(x=0,t)=0 54.1
vemos que la onda viajera
v o(xt)= Ael (=R 4 e 542

no puede satisfacer nunca ese requisito. La manera de adaptar esa condicion es observar
en 5.2.8 que si agregamos una segunda onda viajando a izquierda con la misma
amplitud y signo opuesto, la superposicion de esas dos ondas deja fijo el punto x=0.
Otra manera de entender esta solucion es pensar que si la onda es lanzada desde x=-o0,
al toparse con ese punto fijo se refleja nuevamente sobre su camino. Podemos encontrar
esta solucion planteando la existencia de esa onda reflejada de la forma:

wh(xt)= Bl (@R 4 cc 543

y buscando la amplitud compleja B tal que la suma de las dos ondas satisface la
condicion de borde impuesta. Esto es de 5.4.1:

wi(x=0t)+y (x=0t)=w(x=0,t)=0 5.4.4
y a partir de 5.4.2 y 5.4.3 queda:

Ae' + Be'™ +cc=0 5.4.5
por lo que

A+B=0 5.4.6

o expresado en términos relativos:

R=£=_1 5.4.7
A

donde R es denominado el coeficiente de reflexion e indica la relacion entre la amplitud
compleja de la onda incidente y la reflejada. En este caso el coeficiente es real
indicando que se refleja en fase y vale —1 indicando que se invierte y tiene la misma
amplitud.

Veamos ahora otros ejemplos.

Discontinuidad en la densidad de una cuerda:

Analicemos el caso ilustrado en la figura 5.4.1. La cuerda cambia su densidad lineal en
x=0. Una onda incide desde la izquierda con amplitud A. Ahora no tenemos un punto
fijo (nodo) en x=0 sino una condicidén de borde particular que debemos explicitar. Por
ser un sistema mecanico la condicion de borde serd impuesta por las leyes de Newton.
La soga a la izquierda realizara una fuerza en la direccion y sobre la soga de la derecha
que deberd resultar de igual médulo y direccion y de sentido contrario a la que la soga
de la derecha ejerce sobre la de la izquierda. Asimismo la onda debe propagarse de cada
lado siguiendo la ecuacion de ondas correspondiente (o lo que es lo mismo, con la
correspondiente relacion de dispersion). La primera condicion que impone el punto de
unidn es que si la onda incidente oscila a una dada frecuencia ®, la onda a la derecha
debe oscilar a esa misma frecuencia (de no ser asi se separarian en algin momento y se
cortaria la soga). La segunda condicion es que si el punto no permanece fijo, una onda
es necesariamente lanzada sobre la derecha.
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cuerda con cambio de densidad en x=0
2 |

-1.5

-2
-10 -5 0 5 10

Fig. 5.4.1 cuerda con discontinuidad en su densidad.

Podemos hacer un primer intento como ilustracion de suponer que no hay onda
reflejada. El escenario es entonces que una onda propagandose hacia la derecha incide

desde la izquierda (y; ), y una onda similar se propaga por el tramo derecho (v p):
wi(xt)=Ae (@R 1 cc 5.4.8

wp(xt)= Cel( k) | e 549
Si imponemos la condicion de continuidad de la cuerda:

wi(x=0t)=yp(x=0,) 5.4.10
se obtiene
A=C 54.11
Por otro lado la fuerza que realiza en la direccion y el tramo de la izquierda sobre la
derecha es:

Fp=-1, YL 5.4.12
ox
y el de la derecha sobre la izquierda es:
0
Fp, =1,2Y0 5.4.13
ox

Si imponemos que por ser un par de interaccion:

FD/]:—F[/D 5414

de54.8y549en54.12y 13:

ik,T A+cc=ik,T,C+cc 5.4.15
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y de 5.4.11 resulta
k[ =kD 5416

que no es posible por ser las densidades distintas.
Debemos pues incluir una onda reflejada en la solucién, que seria:

W}L(x,t):Bei(wHkx) +cc 5.4.17
y la condicion de continuidad 5.4.10 da:
v, (x=0,0)+y, (x=0,0) =y, (x=0,t) = A+B=C 54.18

Y las fuerzas resultan:

Fr/p ==T,(=ik; A+ik;B)e'™ 5.4.19
Fp /=T, (=ikpC e 5.4.20

y por ser un par de interaccion vale 5.4.14 quedando:
k[(B—A):—kDC 5421

y de 5.4.21 y 5.4.18 resulta

ki(A-B)=kp(A+B) 5.4.22
y despejando:
r=B_(ki=kp) 5.4.23
A (kp+kp)
y para la onda transmitida, a partir de 5.4.18
T:£:]+R:1+(k1_kD): 2k; 5.4.24
4 (ki +kp) (k;+kp)

siendo T el coeficiente de transmision (relacion entre las amplitudes complejas
transmitida e incidente). Utilizando la relacion de dispersion (velocidad de fase
constante):

Vg v
P N S R R 5.4.25
va Vb VDY
quedando
v -V
=N 5.4.26
VD +Vﬂ

y para la transmision
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2v
e 5.4.27
VD + Vi

Cabe notar que los coeficientes de reflexion y transmision hallados son reales y no
dependen de la frecuencia.

5.5.Mas ejemplos de reflexiones

Fig. 5.5.1 Cuerda con una cuenta.

la cuerda con una cuenta

Los coeficientes de reflexion y transmision se obtienen, como hemos visto, simplemente
de aplicar las leyes de la fisica pertinentes en los puntos de discontinuidad de las
propiedades intensivas del medio en que se propaga la onda. En la figura 5.5.1 se ilustra
un nuevo caso en que una cuerda es interrumpida por la presencia de una cuenta de
masa m. Ahora en vez de igualar el par de interaccion utilizamos el hecho de que la
masa de la cuenta por su aceleracion debe ser igual a la fuerza que ejercen los dos
tramos de cuerda (izquierda y derecha). La otra condicién es la de continuidad, que
sigue valiendo. Las ondas presentes siguen representadas por 5.4.8 (incidente), 5.4.9
(transmitida) y 5.4.17 (reflejada). La fuerza en la direccion y sobre la cuenta es:

2
F,=-T, Vi g Vb _,0VD 5.5.1
Ox Ox or?
y usando las definiciones de los coeficientes de reflexion y transmision:

wi(x=0,t)=Ry;(x=0,1) 552

wp(x=0,t)=Ty;(x=0,) 553
con lo que se obtiene de la condicion de continuidad:

T=I1+R 554
Y de5.5.1:

iT,[k;(1-R)—kpT]=-ma’T 55.5

que con 5.5.4 da:
R i(k, —k,)+ma’ /T,
i(k, +k,)-ma’ /T,
y en términos de la velocidad de fase:

5.5.6
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iM +maw’ /T Y
R=— AP 5.5.7
ZM —mw? /T
VaYm
Para el caso particular en que a ambos lados se tiene la misma cuerda
mo® /T, -1

R= 5.5.8

iz—w—ma)z/T 1—i 2T
v/. vfma)

vemos que debido a la presencia de la cuenta parte de la onda se refleja, y tanto la
amplitud como la fase de la onda reflejada depende de la frecuencia. Para el caso limite
en que la masa de la cuenta tiende a cero, como es de esperarse la amplitud reflejada
también tiende a cero. Cuando la masa tiende a infinito, se convierte en un punto fijo y
R — —1. Cabe notar que cuanto mas alta es la frecuencia, mas sensible es la onda a la
presencia de la cuenta.

Reflexion del sonido.

La cuerda se caracteriza por dos pardmetros intensivos, la densidad y la tension. En el
caso de la cuerda que analizamos la discontinuidad era en la densidad. Para producir
una discontinuidad en la tension, que hubiera dado un resultado algo distinto serian
necesario trucos pensados como incluir argollas. Un caso analogo en el que se pueden
variar dos parametros es el de la propagacion del sonido, en el que los dos parametros
son la compresibilidad volumétrica del medio y la densidad. Dicha situacion es ilustrada
en la figura 5.5.2.

po2 Ks

0 0

po1 Ki

Fig.5.5.2. discontinuidad en la propagacion del sonido
Hipotesis fuerte: Hay una adherencia perfecta, no se separan los dos medios dejando un

hueco.
Las condiciones de borde seran ahora la de continuidad:

l//](x=0,l)=l//2(x=0,t) 5.5.9

y la proveniente del par de interaccion:

capitulo 5 100



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

P;=P, 5.5.10

Donde P;y P, son las perturbaciones a la presion de equilibrio debido a la onda 'y yes
la funcion de onda que describe el desplazamiento. Recordando la relacion entre la
perturbacidn en la presion y en la densidad (4.2.7 y 4.2.10):

p-X, 5.5.11

Po

y la relacion entre la perturbacion en la densidad y el desplazamiento (4.2.4):

p=—p, ¥ 5.5.12
Ox
Se obtienen las siguientes condiciones de borde:
T=1+R 5.5.13
Kikjw; (0,t)(1-R)=Kk,Ty;(0,t) 5.5.14

donde se han utilizado 5.5.2 y 5.5.4. remplazando 5.5.13 en la ultima y poniendo el
nimero de ondas k en funcion de la frecuencia y la velocidad del sonido:

= = 5.5.15

queda:

JK.p,,(A=R)=JK,p,, (1+R) 5.5.16

Al coeficiente que aparece multiplicando en ambos miembros se lo denomina
impedancia del medio y se lo designa con la letra Z:

7 =/Kp, 5.5.17

Notese que esta es una nueva relacion entre los dos parametros compresibilidad
volumétrica y densidad, distinta a la que da origen a la velocidad de fase 5.5.15. Es
decir que dos medios distintos pueden tener igual velocidad de fase y distinta
impedancia o igual impedancia y distinta velocidad de fase. En términos de las
impedancias la reflectividad queda finalmente:

VARV
R=21_22 55.18
Z] -l-ZZ
y de 5.5.13 la transmision sera:
27
T=_°%21 5.5.19
Z] +ZZ

Puede observarse que si dos medios presentan la misma impedancia la onda sonora no
experimenta reflexién aunque haya un cambio de densidad.
Si repitiéramos el célculo anterior para una cuerda en la que hubiera un cambio

de densidad y de tension (experimento dificil de implementar), se obtendria Z = ,/Tp .
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5.6. Fuentes. Propagacion con disipacion

En el capitulo 3 planteamos el problema de una soga en la que forzabamos un punto con
un movimiento armoénico. La solucion a ese problema quedd pendiente y corresponde a
un nuevo tipo de condicion de borde que no hemos resuelto alin. Al ser un sistema
forzado, para evitar eventuales divergencias y a fin de que la soluciéon estacionaria
llegue a tiempos razonables (hay que esperar que decaiga el transitorio), incluimos
pérdidas en la ecuacion de ondas clasica:

wixt)  2d%w(xt) oy
— 5 = 5V 5.6.1
ot ox ot
Si proponemos ahora una solucién propagante del tipo
w(xt)=el @) 5.6.2
obtendremos la misma relacion de dispersion del capitulo 3:
W’ —i;/a):czkz 5.6.3

La diferencia ahora son las condiciones de borde. Antes buscamos la solucion
libre, en la que los extremos tenian condiciones fijas que se satisfacian con modos
normales espacialmente sinusoidales (k real) y que por la relacion de dispersion daban
lugar a frecuencias complejas, o sea decaimiento temporal. Ahora tenemos como
condicién de borde que un punto oscila a frecuencia real (sin decaimiento) debido al
forzante externo. Para satisfacer la relacion de dispersion ahora sera el nimero de ondas
un nimero complejo:

k=+2 ]—il;ig(l—iLj 56.4
c @ c 20

donde la aproximacioén es para el caso de baja disipacion, es decir:

y << 5.6.5

Las dos soluciones corresponden a una onda propagandose a derecha y otra a izquierda:

_r

p" e 26 eloli=x/c) 5.6.6
+

l//+ —e 2 ela)(t+x/c) 56.7

Las dos soluciones tienen una amplitud que decae exponencialmente en el espacio en la
direccion de propagacion. Vemos que la misma ecuacion de ondas nos da soluciones
estacionarias (en el sentido que no se propaga energia) que decaen en el tiempo y
soluciones propagantes en que la energia se consume a medida que la onda avanza. La
diferencia esta en la condicion de borde. Si fuerzo un punto a una frecuencia dada estoy
inyectando la onda propagante a partir de ese punto. Al sistema que fuerza el punto se lo
denomina fuente de la onda.

Si resolvemos el caso 3.1 (cuerda forzada) con estas nuevas soluciones
tendremos que el forzante inyecta una onda hacia la izquierda de amplitud a determinar
(por la condiciéon de borde) y en el extremo fijo se producira una reflexion de la onda
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como vimos antes (con coeficiente R=-1). La onda a izquierda es (tomando x=0 en el
extremo fijo):

w = Ae+zxeiw(t+“c) +cc 5.6.8

con A complejo. La onda a derecha:
/4
- X .
w~ =Be 2¢ ®(17X/¢) | e 5.6.9
En x=0 busco que la suma de cero (es equivalente a pedir R=-1, pero repetimos el
procedimiento para afirmarlo):

A" + Be'™ =0 = A=-B 5.6.10
y en el forzante (x=L) pedimos que se mueva a frecuencia fija con amplitud dada A,:

L n
B = . = : A .
w(Lt)=y +y* = Ae2cel@®l/¢  po 2cp7i0L/c elwt+cc:7oelwt+cc 5.6.11

De las dos tltimas ecuaciones resulta:

7L I

4 ezeiwL/c _e_%e—ia)L/c A

=2 5.6.12
2

que permite hallar la amplitud A. Vemos que tiene solucion para cualquier valor de la
frecuencia, simplemente habrd valores para los cuales la amplitud serd mayor. En la
figura 5.6.1 se grafica el modulo de la amplitud en funcion de la frecuencia para dos
casos de disipacion. Se puede observar que a mayor disipacion, menor es la amplitud de
la onda, y que presenta maximos para los multiplos enteros de:

w, =mc/L 5.6.13

que son las resonancias si el forzante es mantenido fijo.

Veamos como se puede interpretar esto en término de ondas viajeras. Al inyectar
la onda desde el forzante, viaja hacia la izquierda hasta chocar con el punto fijo, donde
se refleja en contrafase (R=-1). La onda reflejada viaja a derecha hasta el forzante en
donde nuevamente es reflejada. Llega con una amplitud menor debido a las pérdidas de
modo que no da nodos salvo en el extremo fijo en que ambas tiene igual amplitud. Al
llegar al forzante es reflejada por encontrar una condiciéon de borde discontinua. El
resultado estd indicando que se refleja en contrafase como si fuera un extremo fijo, ya
que da las mismas resonancias. Al reflejarse en contrafase, si su nueva fase coincide con
la de la onda inyectada, suman constructivamente y la amplitud total es mayor. La
inyectada provee la energia que pierde en cada transito permitiendo llegar a una
solucion estacionaria en que la amplitud sera mayor cuanto menor sea la pérdida por
transito. Si la reflejada en el forzante no esta en fase con la inyectada, significa que no
suman (interfieren) constructivamente y parte de la energia es devuelta al forzante. Es
por ello que la maxima transferencia de energia se obtiene en la resonancia.

capitulo 5 103



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

1.6

1.4+ 1 R
y=0,4c/L
1.2} R

11 |
0.8 1
0.6 ]

.1 ’| ) oY ¢ ll | ’ ‘ I J . | ) }

amplitud

0.4

0.2+

frecuencia en c/L

Fig. 5.6.1. Amplitud de la oscilacion de la cuerda en funcién de la frecuencia
para situaciones con distinta pérdida por friccion.
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Guia 5

1.- demuestre que la onda sinusoidal propagante es solucion de la ecuacion de Klein-
Gordon. Grafique la relacion de dispersion. Indique como se determina en ese grafico la
velocidad de fase. Calcule analiticamente la velocidad de fase y grafiquela.

2.- Se tiene una cerda semi-infinita que se extiende hacia la izquierda. En x=L tiene su
extremo. Una onda de amplitud A incide desde la izquierda. Calcule la expresion para la
onda reflejada en este sistema de coordenadas. Repita el calculo haciendo un cambio de
variables de modo que el origen esté en el punto fijo, y vuelva a cambiar sobre el
resultado al sistema original. Discuta como es la mecénica para este procedimiento.

3.- Repita el problema anterior para una cuerda que cambia su densidad en x=L. Calcule
la onda reflejada y transmitida en ese sistema por los dos métodos.

4.- Repita el problema anterior para el caso de una cuerda en la que se agrega una
cuenta de masa m en x=L.

5.- Se tiene una cuerda de densidad lineal de masa p; sometida a una tensiéon Ty. A una
distancia L del extremo la densidad lineal de la cuerda cambia abruptamente al valorp,
y a una distancia L+L’ del mismo extremo el valor de p vuelve a ser p;. En esta cuerda

se propaga una onda de la forma A cos(ot-k; z).
P1 P2 P1
-
L’

Escribir la forma de la funcion de onda (sin importar su amplitud) para las ondas
transmitidas, y para los siguientes sistemas de referencia:

a) el origen de coordenadas en el extremo de la primer cuerda de densidad p;.

b) el origen de coordenadas en el primer punto de cambio de p.

¢) el origen de coordenadas en el segundo punto de cambio de p.

6.- Un resorte semi-infinito de constante distribuida K;y densidad lineal p se extiende
desde la izquierda hasta x=L. Termina en un cuerpo de masa M como uindica la figura.
Encuentre el coeficiente de reflexion en funcion de la frecuencia y la masa M. Discuta
el resultado.

7.-Repita el problema anterior si la masa de terminacion es remplazada por un
amortiguador que ejerce una fuerza sobre el resorte oponiéndose al movimiento y
proporcional a la velocidad
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T vy | w

Y
| 4

-~

F=-Zv

8.- Se tienen dos resortes semi-infinitos de distinta densidad lineal de masa (p; y p2), ¥
constantes Kj; y Kj, unidos en un punto.

a) conocida p; y Kjjcalcule p, y Kj; para que a la onda reflejada le corresponda una
amplitud que sea la mitad de la amplitud de la onda incidente. Considere los dos casos
de incidencia posibles (desde la izquierda y desde la derecha).

b) Grafique los coeficientes de reflexion y de transmision vs p; .

¢) Vea que para cualquier recinto que incluya o no a la union el flujo de energia que
entra es igual al flujo de energia que sale.

9.- Se tiene el siguiente sistema, forzado en z=0, tal que w(0,¢)= A, cos(wt) No

tenga en cuenta el rozamiento.

a) Calcule Y(z,t).

b) Calcule la fuerza que hay que hacer en z=0 para que la cuerda se mueva de esta
manera. Vea que es de la forma f(t)=fycos(wt). ;Cual es la relacion entre Agy fy? (CoOmo
es OW/dz en z=0? ;En qué caso es continua?.

¢) Si en vez de conocer el vinculo en z=0 (‘\¥(0,t)) se conoce la fuerza que se realiza
sobre la cuerda en ese punto, y se sabe que dicha fuerza es de la forma f(t)=fycos(wt),
(,como serd el movimiento de la cuerda? (Use lo calculado en b)).

d) En t=0 se deja al sistema en libertad. Si la frecuencia de excitacion era w;=3nv/4L,
calcule qué modos estaran excitados para t>0 y cudles seran los mas importantes.
Dibuje ¥(z,0) y los modos mas importantes. ;Es cierto que al liberar al sistema éste

7 7
f : 5
7 7
% 0 7
L, Ly

sigue oscilando con la frecuencia de excitacion para t<0?

10.- Plantee el problema anterior en el caso en que se incluyen en la ecuacion de ondas
pérdidas proporcionales a la velocidad.

11.- Calcule los coeficientes de reflexion y de transmision del sonido en las siguientes
interfases: a) hierro-cobre, b) aluminio-plomo, ¢) aire-agua.

12.- Un tubo lleno de aire tiene un parlante en un extremo y el otro abierto. ;Coémo son

las condiciones de borde para calcular la amplitud de la onda sonora reflejada? ;Y si el
tubo esta cerrado?
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(La causalidad es valida a toda escala o solo una aproximacion adaptativa a la
escala en que nos movemos naturalmente?

Capitulo 6
PAQUETES DE ONDAS.

Hemos visto hasta ahora como se propagan perturbaciones originadas a
frecuencias bien definidas. Nos queda por entender que pasa cuando una perturbacion es
producida con una forma arbitraria en el tiempo, no sinusoidal. Haremos esto
paulatinamente comenzando por analizar el caso mas sencillo de superposicion de dos
ondas de distinta frecuencia e igual amplitud.

6.1. Caso de estudio:batido de dos ondas propagantes

Supongamos que alguna fuente o combinacion de ellas introduce en el sistema
una perturbacion que es la superposicion de dos ondas de igual amplitud que se
propagan hacia la derecha. Su forma funcional sera:
wixt)=y; +yy = A PIkx) o goi(@2t=kax) o0 6.1.1
Veamos como es la dependencia en el tiempo en dos posiciones distintas, x=0y otro
valor de x. En x=0:
w(ix,t)= Ae(@1) 4 gel(@2t) | e 6.1.2
y como ya vimos en el caso de un batido de dos modos, tomamos los valores medios de
las frecuencias y las semidiferencias como:

+
ol ALY
ol 6.1.3
Aw=—1""2
2

con lo que invirtiendo 6.1.3 y reemplazando en 6.1.2:
wix=01t)= Ae'®! (ema’t + e_mwt3+ cc= 24" cos( At ) + cc 6.1.4

Es decir que la funcién de onda oscila con una portadora a frecuencia media @ y con
una amplitud modulada a la frecuencia semidiferencia Aw .

Veamos ahora que ocurre en otra posicion (x=0). Para ello en forma analoga
defino los nimero de onda medios y semidiferencia:

l; _ k] + kZ
2 6.1.5
p=F1=ks
2
que luego de invertirlos y reemplazar en 6.1.2 queda en forma analoga:
(nt)= del(@ k) (ei(Aa)t—Akx) L il Aot k) )+ e 616

que finalmente da:

w(x,t)= 24 @ =kx) cos(Aa)t - Akx)+ cc 6.1.7

En esta nueva posicion también se observa un batido, con portadora y moduladora
iguales a las de x=0 pero con distintas fases. Estas fases, que varian linealmente en el
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tiempo no son otra cosa que el retardo que surge del tiempo de propagacion desde el
origen hasta x. La portadora tiene una fase que estd viajando a una velocidad:

@
Ve=— 6.1.8
Ik
pero la moduladora avanza a una velocidad distinta dada por:
) 6.1.9
Ak

donde el subindice b indica la velocidad del batido.

=t

[ —_
=-f_
=—.l~__

TEXYy
—
—
— |
]
Z

Figura 6.1.1. Batido de dos ondas senoidales que se propagan hacia la derecha con
@ =15Aw. Se muestra la onda en tres instantes sucesivos, desplazadas hacia arriba para
facilitar la visualizacion. Como ayuda al ojo se agregan las respectivas envolventes, una
linea partida uniendo los maximos de la envolvente y una linea punteada siguiendo un
maximo de la portadora (fase).

En el caso particular de la ecuacion de ondas clasica, en que hay una relacion
lineal entre la frecuencia y el numero de ondas, ambas velocidades son iguales. En
cambio si por ejemplo la ecuacion de ondas es la de Klein-Gordon, cuya relacion de
dispersion es:

w? =w? +c2k? 6.1.10
de donde para la velocidad de fase se obtiene:
2 CUZ a)g 2 2
vf=—2=—2+c >c 6.1.11
k k
si realizamos la aproximacion de que ambas frecuencias son muy proximas, o sea:
Aw << @ 6.1.12
podemos desarrollar como:
Aw = d—a)Ak 6.1.13
dk
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quedando

2
Ao do_ 2k _c 6.1.14

Yo T Tk T dk -
[0 Vf

vemos que en este caso el batido se propaga siempre mas despacio que la fase de la
portadora.

LA qué velocidad se propaga la energia?

La energia transportada por la onda tiene dos términos, uno proporcional a la
derivada temporal al cuadrado (energia cinética) y otro a la derivada espacial al
cuadrado. Calculemos pues la derivada temporal a partir de 6.1.7:

aﬁ_l/t/ = —2 Awsen( @t — kx ) cos( Awt — Akx ) — 2 A Awe cos( @t — kx )sen( Awt — Akx )

6.1.15
y la densidad de energia cinética queda:
2 2
U(x,t)=c{a—§t”} —U;+U, +U; 6.1.16
con:
U, =2c,@" A’sen’ (ot — kx)cos’ (Aat — Akx) 6.1.17
U, = c,0AwA’ sen(@t — kx) cos(@t — kx) cos(Awt — Akx)sen(Awt — Akx) 6.1.18
U, =2¢c, Ao A* cos’ (ot — kx)sen® (Aot — Akx) 6.1.19

Términos similares aparecen con la derivada espacial, cambiando @ por k , Aw por Ak
Y Cc POT Cp.

En la figura 6.1.1 se graficaron estos tres términos para una frecuencia portadora 30
veces mayor que la semisuma. Se puede observar que el término que domina es el
primero, siendo ademés el segundo de valor medio nulo y el tercero menor en la
relacion cuadrada de la diferencia de frecuencia sobre la frecuencia media (en el
ejemplo es 900 veces menor). Todos estos términos estan modulados y la envolvente
avanza a la velocidad vy, de la moduladora.

Si analizamos el término dominante U; para ambas contribuciones (cinética y
potencial), vemos que oscila muy rapidamente en el tiempo al doble de la frecuencia
portadora y si calculamos su valor medio temporal sobre un periodo de la portadora, el
término rapidamente oscilante por estar al cuadrado promedia a '%, quedando:

(U)), =A%(c,@” +c, k*)cos’ (Awt — Akx) = 2A4°c @ cos® (Awt — Akx) 6.1.20

por ser
_ 2
c,=CV; 6.1.21
En el caso particular de la ecuacion de ondas clasica, como la velocidad de la

moduladora es igual a la velocidad de fase, la energia viaja a dicha velocidad. En otras
ecuaciones de ondas, la energia no viaja a la velocidad de fase.
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U1
1000
500 g
O I
0 5 u2 10 15
5 - T
O i
-5 I I
0 5 uz2 10 15
1
0.5+
0
0 5 10 15
tiempo

Fig.6.1.2: tres términos de energia del batido de dos ondas con @ = 30Aw . El aspecto
distinto de cada pico se debe a la impresora (que no es continua, sino a puntos
discretos), no es parte de la onda.

6.2. Paqguetes periodicos

Hemos visto que dos ondas sinusoidales que difieren en su frecuencia en una
cantidad relativamente pequefa dan lugar a un batido periddico a la frecuencia y la
propagacion puede ser descripta como la de una onda portadora a la frecuencia media
que es modulada por una amplitud variable en el tiempo que viaja a una velocidad
distinta. Analizaremos ahora un caso un poco mas complejo en el que se superponen N
ondas sinusoidales que viajan a la derecha de distinta amplitud y fase equiespaciadas en
frecuencia.

L]
||I|II/
[ON ON-1

Fig. 6.2.1 Frecuencias equiespaciadas con que se construye la superposicion.
En la figura 6.2.1 se ilustra la posicion de las N componentes de frecuencia que
contribuyen a la onda, éstas son:
o, =0, +nAo 6.2.1

con n entero que se extiende desde n=0 hasta n=N-1. La onda que se propaga a derecha
queda:

N-1 .
wixt)= Y A= n¥) 4 cc 6.2.2
n=0

capitulo 6 110



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

que al igual que hicimos para el batido, podemos evaluar primero en x=0, para luego
ver que ocurre al propagarse:

w(x=0t)= NZJAnel(w”t) +cc=e'P! NZI Anel('mwt) +cc 623
n=0 n=0
Donde al sacar el factor comin quedd expresada como una portadora a frecuencia ®,
multiplicada por una moduladora o envolvente (el término de la sumatoria) que depende
del tiempo. Esta separacion entre portadora y moduladora tiene sentido si se cumple
que:
NAw << w,, 6.2.4

Podemos observar que todos los términos de la envolvente son periédicos de periodo T
dado por:

=27 6.2.5
Aw

En efecto si evaluamos la funcion de onda luego de transcurrido un periodo a partir de
cualquier instante t:

w(x=0,t+T)=e® (”T)Nz_lAnef"A”(”T) +cc 6.2.6

y usando 6.2.5 queda: "
w(x=0,t+T)= e!@ol g1®oT NZ_]AneinAa)t +cc 6.2.7

que difiere de 6.2.3 en la fase de la pgr:t(e)tdora. Queda pues la forma general:
w(t)=f(t)e'®" +cc 6.2.8

En la figura 6.2.2 se grafica una forma de envolvente posible de periodo T, a la que falta
multiplicar por la portadora para obtener la funcion de onda completa.

Deseamos ahora ver como viaja este paquete de ondas. Para ello y en virtud de la
relacion 6.2.4 desarrollamos la relacion de dispersion al orden mas bajo:

ky=k(w,) =k(a)0)+ﬁJ nAw+...=k, +k'nAw 6.2.9
do o,

que en 6.2.2 y repitiendo el procedimiento anterior da:

w(xt)= el(@ol=koX) NZ_]AneinAw(t_k,x) +cc :ei(a)ot_k"x)f(t —k'x)+cc 6.2.10
n=0

por lo que en cualquier punto x se obtiene la misma envolvente retrasada un tiempo £ ’x,
por lo que la velocidad de la envolvente, que denominamos velocidad de grupo v,
resulta:

- I do

£ k' dk

Notemos que la forma del pulso que viaja no se distorsiona y a lo suma cambia la fase
de la portadora, que no viaja a la misma velocidad. Si se calcula la envolvente para el
caso de la figura 6.2.2 en otra posicion x, se vera la misma figura periodica repetida con
un retraso temporal 7=k x. Esta conclusion vale en la medida que la aproximacion 6.2.9
basada en la relacion 6.2.4 sea adecuada. Si los términos de orden superior se hacen
importantes, y esto depende también de la distancia que viajo la onda, el pulso se
distorsiona. Salvo en el caso en que los términos superiores no existan, que ocurre para
la ecuacion de ondas clasica, en que el paquete de ondas viaje sin distorsionarse.

6.2.11
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moduladora periédica

-0.4 1 1 1 I
0 1 2 3 4 5

t/T

Fig. 6.2.2 Una posible moduladora periodica

6.3. Energia del paquete.

Analizaremos un caso particular sencillo para luego discutir sobre la
propagacion de la energia y algunos detalles mas sobre estos paquetes de ondas. El caso
particular es el de N ondas sinusoidales equiespaciadas en frecuencia y de igual
amplitud A:

N-1 . N-I{ .
f(t)=Y Ao =4y (e’Aa’fT 6.3.1
n=0 n=0
Esta sumatoria puede resolverse explicitamente a partir de la identidad:
N-1I N _
o LA A 6.3.2
n=0 q-1
con lo que se obtiene:
eiNACOt _]

que podemos reagrupar de manera mas simétrica extrayendo la fase promedio como
factor comun de la siguiente manera:

iNAwt / 2 iNAwt /2 —iNAwt /2
f(t)=4 i Al _Aei(N—l)Aa)t/zSel’l(NAa)t/Z)

idwt / 2

e

eiAa)t/Z _ e—iAa)l‘/Z sen(Awt/ 2)

6.3.4
Si ahora escribimos la funcién de onda completa, al término de fase extraido
como factor comun se lo puede incorporar a la portadora quedando:
w(x=0.t)= el @t(N=1)40/ 2]t sen( NAwt / 2) 63.5
sen(Awt/2)

La portadora ahora esta oscilando a la frecuencia media entre la primera (®,) y la tltima
(0o+NAw®). Ante este cambio en la eleccion de la portadora cabe la siguiente reflexion:
la particién entre portadora y moduladora es arbitraria y tiene un sentido practico de
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poder analizar la propagacion de manera sencilla, para lo cual es conveniente que la
portadora sea alguna frecuencia cercana a la promedio (ver ejercicio 12).
La envolvente es la funcion:
ft)= sen(nNt /T )
sen(mt/T)
que es graficada en la figura 6.3.1 para el caso N=5y N=11.

6.3.6

Envolvente para N ondas sinusoidales de igual amplitud
12 I I I I I I I

10 -

1.5 2 2.5 3
Figura 6.3.1:superposicion de N ondas sinusoidales de igual amplitud.

Se puede observar que a mayor nimero de ondas superpuestas el pico de la
funcion de onda es mayor, lo cual es esperable, ya que cuando todas las frecuencias
suman en fase la amplitud serd igual a N veces la amplitud de una de ellas. Se ve que
una tiene un maximo de 11 y la otra de 5. Asimismo se observa que a mayor numero de
ondas, mas angosto es el pico. Estos dos resultados los podemos analizar analiticamente
observando la expresion 6.3.6. El maximo se obtiene cuando el denominador se hace
cero, momento en que también es nulo el numerador, por lo que es necesario tomar el
limite. En el limite para ¢ muy pequefio (mucho menor que 7) se puede hacer la
aproximacion lineal:

Nt /T
t)== =N 6.3.7
fer) T
y este limite se repite para los otros maximos, que ocurren en
t=mT 6.3.8

a menos de un signo, ya que para N par el signo de la funcion va alternando para 6.3.8.
La envolvente asi escrita es periddica con periodo 27.

El ancho de todos los picos serd igual por ser periddica. Calculemos la posicion del
primer cero, que es cuando se anula el numerador lo mas cerca del origen:

LA 6.3.9
N
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lo cual nos confirma lo ya observado, a mayor nimero de componentes, mas angosto es
el pulso.
Puesta en término de la frecuencia portadora, el ancho de la envolvente es:

a=L 27 2m 6.3.10

=N_NAa) 0]

que nos indica que la duracion de la envolvente, en la aproximacion usada, es mucho
mayor que el periodo de la portadora. Dentro del pico de la envolvente la onda oscilas
muchas veces. A esta aproximacion se la denomina por eso aproximaciéon de envolvente
lenta.

Si calculamos la densidad de energia de esta onda, debemos encontrar la
derivada temporal al cuadrado. Para ello escribimos la onda como el producto de la
envolvente por la portadora:

w(t)= f(t)cos(mt) 6.3.11
y calculamos la derivada temporal al cuadrado:

2
[aa—wj = (— 5fsen(5t)+f’cos(5t))2 6.3.12
t
y la derivada temporal de la envolvente es del orden de magnitud de su valor maximo
dividido su ancho, o sea:
N _ N  or 6.3.13
T 2
Lo mismo vale para el término de energia potencial proporcional a la derivada espacial,
por lo que el término dominante en la energia es el proporcional a la frecuencia media,
quedando la densidad de energia como:

S max ®

2
U(x:O,t)=cc[aa—W} =~ @7 f2sen’ (@t) 6.3.14
4
y la propagacion de este término da en todo punto del espacio:
U(x,t)Ecca_)2f2(t—x/vg)sen2(a_)t—l€x) 6.3.15
y si promediamos sobre un periodo de oscilacion de la portadora:
—2 ,2
(U(x,)), zgccw fA(t=x/vg) 6.3.16

En la figura 6.3.2 se ilustra la densidad de energia para los dos casos en que se
graficod la moduladora en la figura 6.3.1. Se ve la relacion 121/25 entre los picos, con un
ancho 5/11 menor para el caso de mayor numero de componentes. Hay que tener en
cuenta que todas las componentes tienen igual amplitud, por lo que el paquete con mas
componentes transportas mas energia. Por eso su pico de densidad crece mas que su
angostamiento (no se conserva el drea que seria la energia total).
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T
Fig. 6.3.2 Densidad de energia en el caso de la figura 6.3.1

N=5
25 ”
(‘ A ’\
20 - .
15 - ” B 1
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Figura 6.3.3 Superposicion de 5 ondas sinusoidales con distinta relacion de fase. A)
todas en fase. B) fases arbitrarias ¢,=0, =1, @3=5 ,04=6 ,ps=3.

En la figura 6.3.3 se muestra el término /° para la superposicion de cinco ondas

en el caso en que estan todas en fase y cuando se eligi6 una fase arbitraria para cada
componente. Se observa que el valor mas alto de la energia se obtiene cuando todas
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estan en fase, ya que alli suman el maximo valor posible que es la suma de los modulos.
Es ahi que la energia toma un valor pico N’ veces el valor de cada componente, y el
ancho es minimo, ya que el area bajo la curva es la energia total, que debe conservarse
al superponer. O sea que si la energia total es N veces la de cada componente y la altura
de la funcién es N veces la de cada una, es razonable que la duracion de la funcién sea
en el caso en que estan en fase N veces menor al periodo, de modo de conservar el area
(o sea la energia). Si las componentes no suman en fase, la altura maxima es menor (los
vectores no estan alineados en el espacio complejo) y por lo tanto para mantener el area
la duracién sera mayor. Esto se puede expresar matematicamente poniendo una
desigualdad en 6.3.9, que corresponde al pulso mas corto posible:

asl 27 6.3.17

N NAow
donde At es la duracion del pulso (ancho de la envolvente) y NAw es el ancho total que
ocupan las frecuencias utilizadas para formar el pulso. Lo podemos escribir de manera
mas sencilla como:

AtAv > 1 6.3.18

donde Aves el ancho total en frecuencias utilizadas:

Ay = Ndo 6.3.19
2w

La expresion 6.3.18 es una relacion fundamental en la mecénica ondulatoria y
expresa que si deseo reducir la duracién de un pulso ondulatorio necesariamente debo
agrandar el ancho espectral que utilizo para construirlo. En la mecanica cudntica toma el
nombre de principio de incertidumbre.

6.4. El problema inverso: Fourier.

Hemos visto que si la funciéon de onda en un punto dado del espacio es escrita
como superposicion de oscilaciones sinusoidales a distintas frecuencias, como se
conoce la propagacion de cada onda sinusoidal a partir de la relacion de dispersion, se
puede calcular la propagacion de toda la onda a cualquier punto arbitrario. El problema
ahora es obtener la descomposicion de una forma de onda arbitraria en sus componentes
sinusoidales.

Como buscamos desarrollar una funcion real, la expresamos como:

o0 .
f(t)= YC 2™/ T 4 e 6.4.1
n=0

donde la funcion f(t) asi expresada es necesariamente periddica (de periodo T) y real. La
pregunta es si cualquier funcion podra ser expresada de esta manera, y la respuesta
detallada la dejamos para los cursos de matematicas. Aceptaremos que es asi al menos
para funciones continuas (podemos aceptar un conjunto finito de discontinuidades). Si
la funcién que queremos desarrollar no es periddica, la podemos hacer periddica con tal
de tomar 7 suficientemente grande como para que todo el intervalo de interés fisico nos
caiga dentro de un mismo periodo (por ejemplo el intervalo en que la funcién es no
nula.
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Tenemos entonces la funcion desarrollada como combinacién compleja (los C,
son complejos) de funciones de la forma:

f, =@M 6.4.2
con n entero (ya que la parte compleja conjugada tiene valores de n negativos). Si estas
f» forman una base ortogonal, tenemos que poder usar un truco similar al utilizado para

desarrollar en modos normales, que era multiplicar por un elemento de la base e
integrar. Calculemos la integral:

t,+T t,+T ) t,+T
[fofmdt= [ &®@Mei@mgy— [ i@o(ntm 6.4.3

t t t

o o o

que en el caso particular en que n+m=0 da:

t,+T t,+T
[ fofopdt = [dt=T 6.4.4
t

t

o [

y para otros valores es:

to]fzj; I odi = t”—fT eia)o(n+m)tdt _ ;(eiwo(’“'m)(fo’LT) — eia)o(n+m)t0 ) 6.4.5
Jonam h io,(n+m)

o o

que reagrupando y usando que

o, = 27” 6.4.6
da como resultado:
t,+T io,(n+m)t,
[ £ fomdt = ﬁ(eﬂ’”“m} = 1): 0 si n+m#0 6.4.7
: iw,(n+m

o

Por lo tanto para extraer el coeficiente C, de f, en la expresion 6.4.1 debemos
multiplicar ambos miembros por f., e integrar, con lo que todos los términos de la suma
una vez integrados daran cero salvo el término m-ésimo, quedando:

t,+T . o0 0
[ f(t)e M dt = 3. Co TS + SCpTSy iy = CpyT param>0 6.4.8
t n=0 n=0

o
y para m=0 quedan ambos términos, Cy y su conjugado:
t,+T 0

(o 0]
[f(t1)dt= YC TSy + SC,TS,  =2CyT 6.4.9
t n=0 n=0

o

por lo que los coeficientes se obtienen como:
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)i t+T
=— j f(t)dt 6.4.10
t,
[0t ;
Cm =7 [ f(t)e @™ gy 6.4.11

lo

donde cabe notar que por ser f real:

C_p=Ch 6.4.12

Cabe notar que en la bibliografia el desarrollo 6.4.1 aparece a veces escrito con otra
apariencia, y para ello basta manipular un poco la notacion:

2 io, nt z iw nt L x _iw nt
f(t)= XCe'“" +cc=2C)+ XCpe'“™ + YCpe 0 6.4.13

que puede ser reagrupado en una Ginica sumatoria como:

[ o
f(t)= Y.C,e'?" 6.4.14

n=—00

con una unica expresion para los C,,, dada por 6.4.11 y que vale atin si fno es real.

También es posible en el caso de funciones reales re-escribir el desarrollo en
término de senos y cosenos, simplemente desarrollando las exponenciales:

Cye "+ cc = =T feosapgm ) + isen gt )] +ce

6.4.15
= B, cos(w,nt )+ A,sen( w,nt )
donde hemos escrito
B, —iA
C, = ”T’" 6.4.16

o lo que es equivalente:

t,+T
A, =-2Im[C,] :é [ f(t)sen(w, nt )dt 6.4.17
t
2[ +T
B, =2Re[C, ]—? [ f(t)cos(w,nt )dt 6.4.18
tO
11+T
=— jf(t)dt 6.4.19
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y la funcién queda desarrollada como:

o0 o0
f(t)=By+ Y A,sen(w,nt)+ Y B, cos(w,nt) 6.4.20

n=1 n=1

Estos desarrollos alternativos 6.4.1, 6.4.14 o 6.4.20 se los conoce como desarrollo en
serie de Fourier, y los coeficientes se obtienen a partir de las expresiones 6.4.11 0 6.4.17
alo.

Este desarrollo tiene muchas propiedades relevantes que iremos explorando y
explotando a medida que lo vallamos utilizando. Es importante remarcar que su primera
ventaja es que si conozco el desarrollo de la condicién de borde en serie de Fourier
puedo rapidamente componer la evolucion de la onda en todo el espacio. Esto es gracias
a la simetria espacial de la ecuacion de ondas, que es invariante ante traslaciones, dando
asi como resultado que una perturbacion temporalmente sinusoidal avanza como una
onda sinusoidal de nimero de onda dado por la relacion de dispersion.

Otro hecho importante es que es posible fisicamente separar la onda en sus
componentes de Fourier, o sea que no es solamente un artilugio matematico til, sino
una descomposicion fisicamente posible que discutiremos en los capitulos siguientes.
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Guia 6
1.- a) Determine cudles de las siguientes expresiones matematicas satisfacen la ecuacion
de ondas clasica:

i) Y(z,t)= A exp[-Max-bt)’], A e A

i1) WY(z,t)= A (ztvt)

ii1) W(z,t)= A sen(az+bt)

iv) ¥(z,t)= A sen(ax’-bt?)
b) Demueste que cualquier funcion de la forma f(ztvt) es solucion de la ecuacion de
ondas clasica.

2.- a) Demuestre que la suma de dos ondas armdnicas que se propagan en la direccion
+z: Aj=cos(wt-kz+¢,) y Ar=cos(wt-kz+¢,) y que tienen la misma frecuencia w, es una
onda armonica de propagacion del mismo tipo. Esto es la suma puede escribirse en la
forma A=cos(mt-kz+¢). Encuentre como estan relacionados Ay ¢ con A, Az, d1y O
Resuélvalo también en notacién compleja y compare ambos resultados.

b) Calcule la superposicion de dos ondas armoénicas Aj;=cos(w;t-kiz+¢;) y
Ar=cos(wat-kyz+d,) que se propagan en la direccion +z. Separelas en una portadora a
frecuencia promedio multiplicada por la envolvente. Verifique que si las frecuencias son
iguales o las amplitudes lo son recupera resultados anteriores.

¢) Encuentre el modulo al cuadrado de la envolvente y muestre que evoluciona en
el tiempo o en el espacio siguiendo una elipse en el plano complejo. ;Cuales son los
valores maximos y minimos?.

d) ;(como se propaga la energia de esa superposicion?

3.- Se superponen una onda de frecuencia ®, de amplitud A con otras dos de
frecuencias corridas en A® de amplitud iguales B.
a) Calcule la envolvente de esta superposicion en el origen.
b) Calcule la envolvente de la onda propagada suponiendo que Aw<<w,. Discuta
que pasa si no vale esta aproximacion.

4.- calcule la velocidad de fase y de grupo para la ecuacion de Klein-Gordon.

5.- Se encuentra a partir de un modelo* que las ondas superficiales en un liquido
satisfacen la siguiente relacion de dispersion:

_—2kh
w? :(gk+1k3j ]e—kh
P ) I+e?

donde g es la aceleracion de la gravedad, T es la tension superficial (aproximadamente
72dinas/cm para el agua), p es la densidad del liquido y h es la profundidad.
a) encuentre la relacion de dispersion en el limite de aguas muy profundas (h>>)
y en el opuesto de aguas poco profundas. Discuta en que rango de frecuencias y
profundidades vale cada aproximacion.
b) Encuentre las velocidades de fase y de grupo en ambos limites.
c) Se realiza un experimento de propagacion de ondas en que se golpea
periddicamente la superficie del agua. Discuta que se observa en cada caso.
*ver libro Ondas de Crawford, cap. 7
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6.- Calcule y grafique el modulo y la fase de C, (coeficientes del desarrollo en serie de
Fourier) de la funcion periddica:

AL T 2T NT

Para: a) 1=T; yAt=t;. b) 1=10T; At=t; .c) 1==100T; yAt=r1,. D) 1=10T; y At=r;.
Indique una estimacion del ancho del espectro de frecuencias para cada caso.

7.- Repita el problema anterior para:

I | |

0 At T 27

v

7.- Calcule como cambia C, en los problemas anteriores (6 y 7) si se corre la funcion en
una cantidad t, hacia la derecha.

8.-;,Como cambia la funcion del tiempo si en los casos de los problemas 6 y 7 se agrega
una fase lineal con la frecuencia ¢(m)=cm a cada componente Cp(w,)?

9.- Si se toma la funcidn de los problemas 6 y 7 como moduladoras o envolventes y se
las multiplica por una portadora exp(im.t) (fase lineal con el tiempo),

a) (como quedan los nuevos coeficientes de la serie de Fourier. Hacer un grafico
cualitativo.

b) Si dicha perturbacion se propaga a derecha con una relacion de dispersion w=ck,
hallar y(t,z).

c) idem b, si w=ak+b. ;A qué velocidad se propaga la portadora y a cudl la envolvente?

10.- Hallar la funcién del tiempo que tiene como coeficientes de Fourier C,= C
(constante) para n=M hasta M+N (M>>N). Dar el valor de la frecuencia portadora.
Estimar su ancho temporal

Repetir los puntos b y ¢ del problema anterior.

11.- Demuestre la siguiente igualdad
.[0 emkx e1mkx dx =2 Snm

donde n y m son enteros distintos de cero y o, €s la delta de Kronecker.

12.- Grafique por medio de una computadora la moduladora resultante de superponer 11
ondas de igual amplitud equiespaciadas, si la portadora se toma como la frecuencia mas
baja, la mas alta o la media. Discuta la relevancia de las diferencias y como dependen
del ancho de banda relativo (relacion entre Aw y ®).
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.La estética de la simetria proviene de la economia de recursos necesaria para
describirla?

Capitulo 7
ONDAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES

Hasta ahora analizamos sistemas con una unica direccion de propagacion, tales
como sogas, sistemas mecanicos acoplados, o sistemas tridimensionales en que
definimos una direccion particular (luz, sonido, etc.). Intentaremos estudiar ahora
sistemas de dos o tres dimensiones (es decir dos o tres direcciones independientes
posibles de propagacioén). Nos restringiremos a sistemas isotropos, es decir que no
tienen direcciones preferenciales (y por lo tanto homogéneos, ya que cualquier
inhomogeneidad implica una direccion de maxima variacion).

Analizaremos primero un sistema particular de masas acopladas por resortes en
una red bidimensional, a fin de mostrar como se generaliza la ecuacion de ondas a dos
dimensiones (y luego a tres), y presentar la notacion para el limite al continuo.
Estudiaremos luego las soluciones a las ecuaciones de ondas en término de ondas de
propagacion. Para ello analizaremos en primer lugar la ecuacion de onda clésica, y las
soluciones en ondas planas (que son la generalizacion inmediata de la solucién
armonica en una dimension). Se presentara luego otras ecuaciones de ondas para las que
las ondas planas también son soluciones, tales como la ecuacion de Klein Gordon y la
ecuacion para ondas electromagnéticas en medios dieléctricos lineales lejos de las
resonancias (medios transparentes dispersivos). Se introduciran luego otras soluciones
de alta simetria (ondas esféricas y cilindricas) originadas por fuentes puntuales o
lineales. A partir de estas soluciones se analizard el limite de angulo pequefio
(aproximacion paraxial) y sistemas formadores de imagen (lentes y espejos).

7.1. Caso de estudio: Red bidimensional de masas acopladas

Analizaremos el sistema de masas acopladas de la figura 7.1.1. En cada vértice
de la red hay una masa M acoplada en la direccion x e y por resortes de constante K y
separadas una distancia a. Estudiaremos las oscilaciones transversales (movimientos en
direccion z) y eludiremos la discusion sobre las condiciones de borde (de como
sostenemos al sistema). Sea ;,,(?) el apartamiento del equilibrio en la direccion vertical
de la masa en el nodo n,m (x=na, y=ma). Las fuerzas se analizan en forma similar al
caso unidimensional y resultan

: -2y, + -2y, +
d l//nm _ TO (WnJrl,m l//nm l//n—l,m) + TO (l//n,erl l//nm Wn,m—l) 7 1 1

M 2
dt a a

Con Ty=K(a-ap y ay la longitud de reposo de los resortes. En el segundo término
aparecen sumando dos contribuciones: las fuerzas debidas a los desplazamientos
relativos de las masas contiguas en el eje X y a las contiguas segin y. Para pasar al
limite al continuo remplazamos las NxM funciones del tiempo ¥, por una funcion

w(x,y,t) tal que:

Yam () = W(Xn ,Ym ,0) 7.1.2
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m+1

m-1

n-1 n n+1

Figura 7.1.1 Red bidimensional

Con lo cual remplazando en 7.1.1 queda

O’y (x.p.t) _ Tya ly(x+a,.0) =20 (x,p,0) + ¥(x - a,y,1)]
ot? M a’

+

Tya [w(x,y+a,t) =2 (x, y,0) +w(x,y — a,t))
M a’

donde hemos tomado derivada parcial respecto del tiempo por ser la derivada
manteniendo las otras variables constante. Notemos que los dos sumandos del segundo
término corresponden a cocientes incrementales en que se varia una sola variable.
Definiendo:

Ty a/M= +* 7.1.4

En el limite para a tendiendo a cero (manteniendo 7ja constante) queda pues:

ale(xvyot)_ 2 82W(xvyot) azl//(xayat)
a7

que es la ecuacion de ondas clasica en dos dimensiones. Es facil generalizar esta
ecuacion a tres dimensiones como

2 2 2 2
a W(gx;yvt):VZ{a V/(gvg/azvt)_i_a W(;";}’Z’t)+a lr//(;a.zyazat)J:VZVZl// 716
4 X Y% Z

donde V* indica la suma de las derivadas segundas respecto de las coordenadas
espaciales.
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7.2.0ndas propagantes

Deseamos buscar las soluciones a esta nueva ecuacion de ondas. Comenzaremos
por mostrar que las ondas de propagacion armonicas ya halladas para sistemas
unidimensionales son también soluciones de esta nueva ecuacion de ondas. Las
soluciones eran:

w,(x,y,z,t) = Acos(wt — kx + §) = Re[de? '] 7.2.1

con w=ck. Es fécil verificar que 7.2.1 es solucion de 7.1.6 pues las derivadas respecto
de y, z son nulas y queda la misma ecuacién que en una dimension. Lo mismo vale para
las soluciones:

w,(x,¥,z,t) = Beos(wt — ky +¢') = Re[Be "]
7.2.2
W, (x,y,2,t) = Ccos(wt —kz + ¢") = Re[Ce™' "]

Para simplificar la notacidn, de ahora en mas escribiremos en notaciéon compleja
sin indicar explicitamente que debemos tomar parte real, lo que quedara sobrentendido.

Si buscamos para las soluciones halladas el lugar geométrico de los puntos que
tienen igual fase, esto se obtiene planteando la ecuacion fase=constante, que por ser una
unica ecuacion en un espacio de tres dimensiones, definird una superficie. En el caso
particular de ¥ es:

wt—kx+¢=9¢, 7.2.3
que es la ecuacion del plano perpendicular al eje x y que lo corta en :

x=(¢ — @)/ k+(w/k)t=x,+vt 7.2.4

Situaciones similares se encuentran para las soluciones y» y w3 para los ejes y, z
respectivamente. Las superficies de fase constante avanzan con el tiempo (a la
velocidad de fase v) y se las denomina frente de onda.

Si la ecuaciéon de ondas describe un medio isétropo deben existir otras
soluciones del tipo ondas planas, pero que se propaguen en direcciones arbitrariamente
elegidas. Veamos si es asi.

Sea n el versor normal al plano del frente de onda. La ecuacion del plano que
avanza a velocidad v, en la direccion y sentido de 7 es:

AT=r, + vt 72.5

que se puede escribir (multiplicando ambos miembros por k)

kn.r — at + ¢ = const. 7.2.6

que sera la ecuacion para el frente de onda de
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¥, (F,1) = Acos(at — k.7 + §) = (Ae'? )e" @7 72.7

donde al niimero de onda £, le asignamos un caracter vectorial definiendo el vector de
onda

— -2 - —
K =ik (k> :‘k‘ —kK) 72.8

Hemos definido pues la funcion que describe la onda plana en una direccion
arbitraria. Falta demostrar que satisface la ecuacion de ondas. Para ello es necesario
evaluar las correspondientes derivadas parciales, para lo que anotaremos:

ki=kx+ky+k.z 72.9
con lo que:

%‘f:_ikﬂ, aa;—"z’?kj v 7.2.10

%_';’:,-a,,,, ‘Z‘g’z_wzw 72.11

y analogamente para las otras derivadas, siendo
Vip=—(k] +k, +kl)y=—ky 7.2.12

con lo que se satisface la ecuacion de ondas 7.1.6, con la relacion de dispersion w = vk .

Esta onda plana obtenida no puede ser escrita como combinacion de las ondas
planas cartesianas dadas en la ecs. 7.2.1 y 7.2.2. Todas son necesarias para poder
expresar cualquier solucion a la ecuacion de ondas como combinacion de ondas planas.
En efecto, al igual que en el caso unidimensional, se pueden escribir las ondas
estacionarias como combinacion de dos ondas de igual frecuencia que se propagan en

sentidos opuestos ( k y — k). Con cada par de ondas de propagacion construimos dos
modos normales (ondas estacionarias) independientes (por ejemplo el seno y el coseno),

i(ot—k ) i(ot+k ) ik P —ik .7
_e t+e _ i{ut[e te ]_ 7 =N it
Ve = 5 =e 5 =cos(k.7)e
7.2.13
i(wt—k.7) i(ot+k.7) ik.7 —ik .7
_ e —€ _ ia)t[e —e” ]_ 7=\ it
Ve = Y =e Y =sen(k.r)e
—21 1

y todas las soluciones posibles se escribirdn como combinacién de modos normales y
por lo tanto de ondas de propagacion planas monocromaticas.

Vale la pena remarcar que la descomposicion en ondas planas de frecuencia bien
definida(monocromaticas) no solo es util desde el punto de vista del calculo, sino que
ademas es realizable fisicamente. Por ejemplo en sistemas mecdnicos se pueden colocar
filtros que permitan el paso de un grupo de frecuencias tan angosto como deseemos, o
haciendo al sistema interactuar con otros sistemas con resonancias muy agudas y
midiendo la amplitud de la excitacion, o, para el caso de la luz, separando los colores
con prismas o redes de difraccion.
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La ecuacion de ondas clésica tiene la particularidad de ser no dispersiva, es decir
que todas las frecuencias se propagan a igual velocidad de fase. Esto hace que ademas
de las soluciones armoénicas ya halladas, se pueden obtener soluciones de caracter mas
general de la forma f(n.7 —vt) en tanto f(x) sea desarrollable en series o integrales de

Fourier. Volveremos sobre este punto luego de estudiar otras ecuaciones de onda.

7.3.0tras ecuaciones de ondas: ondas electromagnéticas en materiales
Ondas en plasmas:

La ecuacion de ondas clésica es solo un ejemplo (el mas sencillo) de una gran
cantidad de fenomenos fisicos que puede ser descrito por funciones de ondas que se
propagan siguiendo ecuaciones mdas o menos parecidas. Analizaremos ahora algunos
otros ejemplos y discutiremos las similaridades y diferencias con el ya visto.

Ecuacion de Klein-Gordon:

2
%:—wiw+vzvzy/ 7.3.1

Es la generalizacion a tres dimensiones de la ecuacion ya deducida para los péndulos
acoplados en el limite al continuo. Recordaremos que es el tipo de ecuacidén que se
obtiene cuando las partes del sistema, ademas de oscilar por el acople con su entorno,
tienen una frecuencia propia de oscilacion w,.

Un sistema tridimensional que responde a esta situacion es la propagacion de
ondas electromagnéticas en un plasma enrarecido (por ejemplo la ionosfera). Un
plasma es un sistema eléctricamente neutro (tantas cargas positivas como negativas) con
cargas que se pueden mover libremente, de modo que en equilibrio el campo eléctrico
debe ser nulo (pues si el campo es no nulo las cargas se mueven por la acciéon de la
fuerza F=qFE). De hecho esta expresion para la fuerza es la definicion del campo
eléctrico: una carga en reposo se dice que se encuentra en un campo eléctrico E si como
consecuencia de su carga en ese punto del espacio estd sometida a una fuerza F=gE. Si
el campo eléctrico no es nulo, las cargas libres en ese punto se moveran como
consecuencia de la presencia de dicho campo. Para lograr el equilibrio las cargas se
redistribuiran de modo que el campo electromagnético que ellas generan anulan el
campo generado por cualquier carga exterior (apantallan el campo). Si alguna
perturbacion origina un campo no nulo en alguna region del plasma, las cargas se
moveran de modo de apantallarlo (anularlo). El campo eléctrico tiene entonces una
“fuerza restauradora” que tiende a devolverlo a su valor de equilibrio (cero). Esta
“fuerza restauradora” da lugar a una oscilacion del campo eléctrico alrededor de su
valor de equilibrio a una frecuencia que es propia del plasma @,, que depende de la
densidad de cargas libres (N) (cuando mayor la densidad de cargas libres, mas
rapidamente se apantalla el campo), su masa (m) (cuanto mas livianas las cargas, mas
rapidamente se desplazan para apantallar el campo) y su carga (¢) (cuanto mayor la
carga, mayor el apantallamiento logrado con cada carga), es

2 2
@, =47Ng~ I m 7.3.2

El requerimiento de enrarecido corresponde a despreciar las colisiones que dan
lugar al amortiguamiento, pero hay que tener en cuenta que esta aproximacion no es
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importante lejos de las resonancias. En general las cargas libres son electrones y las
densidades tipicas son 10*-10° electrones/cm’ para la ionosfera, 10'%-10"%¢/cm’ para
plasmas de laboratorio (descargas gaseosas), 10'°-10"%/cm’ para semiconductores y
10°°-10%¢/cm’® para metales. Calcular como ejercicio las frecuencias de corte
correspondientes. ;En que region del espectro electromagnético caen?

Es facil demostrar que las ondas planas dadas en la ecuacion 7.2.7 son
soluciones de la ecuacion 7.3.1. La relacion de dispersion queda para frecuencias
mayores que la del plasma (demostrarlo):

o’ =w, +v’k’ 733

mientras que a frecuencias menores las ondas son exponenciales y se produce la
reflexion total de la onda. El caso es similar al de los péndulos acoplados, son ondas
evanescentes que no transportan energia, por lo que toda la energia es reflejada.

A diferencia de la ecuacion de ondas clasica, esta ecuacién de ondas es
dispersiva. Por lo tanto, si bien cualquier solucion se puede escribir como superposicion
de ondas sinusoidales, la velocidad de fase es distinta para las distintas frecuencias. Esto
da lugar a que los pulsos se distorsionen y si bien para la ecuacion de ondas clasica la
funcion  w(7,t)= f(n.r —vt) es solucion (demostrarlo), veamos que ocurre si

remplazamos en la ecuacion de Klein-Gordon:

2
a 4 :sz"; V2W2|h’|2fn:fn 73.4

Por lo que debe ser
czf":—a)if+v2f" 7.3.5

O lo que es lo mismo

CU2

fr=f—>r 73.6

(€ =)
Ecuacion diferencial que solo se satisface para ondas sinusoidales o exponenciales
segun la frecuencia. Ninguna otra forma funcional f podra mantener su forma al

propagarse.

Ondas en medios transparentes

Consideramos el caso particular de medios materiales isotropos y para el rango
de frecuencias en que el medio transparente (lejos de las resonancias). Ejemplos de
estos casos para la luz visible son el vidrio, agua, aire y otros gases. En el infrarrojo
pueden ser materiales que a simple vista son opacos como semiconductores. Al igual
que en el ejemplo de los plasmas, hay cargas positivas y negativas balanceadas, pero las
cargas no son libres (estan ligadas a un nucleo atdmico o a una molécula). La ecuacion
de ondas se puede deducir a partir de las ecuaciones de Maxwell, pero debido a la
presencia de las cargas queda una ecuacion de ondas cldsica inhomogénea:
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0’E 1 o°P

CVE-—F=——"—=
ot g, Ot

7.3.7

en la que se ha ignorado el caracter vectorial del campo eléctrico E como aproximacion,
y también de P, denominado Polarizacion. El término inhomogeneo que contiene el
vector P (y una constante dimensional &) es consecuencia del desplazamiento de los
electrones respecto de los nucleos positivos. Este desplazamiento se origina por la
existencia de un campo eléctrico externo que mueve las cargas positivas en una
direccion y las negativas en otra. Dejamos para un curso de electromagnetismo una
explicacion mas rigurosa y nos limitaremos a dar un modelo sencillo que nos permita
entender los aspectos cualitativos relevantes a la propagacion de ondas.

Si suponemos que las cargas negativas se desplazan una distancia x de las
positivas, que su carga es g y la densidad de estos pares (llamados dipolos) es N, resulta:

+ =

9@ TX E P=Ngx 7.3.8
4 @

Figura 7.3.1

Al apartar las cargas entre si aparecera una fuerza restauradora caracteristica del
par que origina una oscilacion propia a una frecuencia wy , habra fuerzas disipativas y la
fuerza debida al campo eléctrico, con lo que la ecuaciéon de movimiento para la carga
queda:

d*x

M=
dt®

Molx - MF% +gE(t) 7.3.9
t

que es la ecuacion para un oscilador forzado amortiguado. Si es forzado en forma
armonica con E(r,t)=E (r)cos(wt), (donde r es la posicion del dipolo), la solucion

estacionaria tendrd una componente eléstica en fase con el campo y una componente
reactiva que despreciamos por estar interesados en frecuencias lejos de la resonancia
(zona de transparencia). La amplitud de la componente elastica es proporcional a la
fuerza (al campo) y depende de la frecuencia como:

X, = —_— 7.3.10

con lo que, ante una excitacion armoénica la polarizacién queda:

_ Ng* E,cos(at) Ng® E(F,1)

P
M o-0° M o]-o0’

7.3.11

Con lo que la polarizacion P resulta proporcional al campo eléctrico. La
constante de proporcionalidad depende de la frecuencia, por lo que la ecuacién de onda
22 da lugar a relaciones dispersivas entre el vector de onda y la frecuencia. Si definimos
la susceptibilidad eléctrica del material ¥ (que es una funcion de @) como:
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P=¢,y(0)E 7.3.12

y remplazamos en la ecuaciéon 7.3.7 asumiendo una onda plana, queda la relacion de
dispersion:
0)2
k* =—[1+ y(0)] 7.3.13

2
C

Para el caso particular en que @y=0, si remplazamos la ecuacion 7.3.11 en la
7.3.7 queda para la relacion de dispersion la correspondiente a la ecuacion de Klein-
Gordon con frecuencia propia la frecuencia del plasma antes definida. Esto es esperable
pues @p=0 equivale a no tener fuerzas restauradoras para las cargas, es decir que se
pueden mover libremente. En la situacion més general habrd mas de una frecuencia de
resonancia en el material (varias bandas de absorcion). Apareceran entonces varios
términos como el dado en la ecuacion 7.3.11, y la relacion de dispersion queda de la
forma:

2
2 @ 4

que sigue siendo una aproximacion valida lejos de las resonancias. Se suele definir el
indice de refraccion como

n=ck/w 7.3.15

que es graficado en la figura 7.3.2 en forma cualitativa. La linea punteada corresponde a
la ecuacion 7.3.14 y llena a la solucion que tiene en cuenta la disipacion. La diferencia
se manifiesta en la zona cercana a la resonancia, zona en la que ademads hay que tener en
cuenta el término reactivo en la solucién al oscilador forzado, por lo que aparecera una
diferencia de fase entre la polarizacion y el campo eléctrico. En la notacién compleja
esto se puede representar con un indice de refraccion complejo, en que la parte
imaginaria describe la absorcion.

na

0

v

O] [0)) ®3 ®

Figura 7.3.2 Indice de refraccion en funcion de la frecuencia, linea punteada: cuando se
desprecia la absorcion, linea llena, incluyendo la absorcion.

7.4. Refraccion en una superficie plana. Ley de Snell

Supongamos una onda plana que incide sobre una superficie plana que separa
dos medios distintos (por ejemplo luz en aire y vidrio o un cambio de profundidad en
una onda superficial en agua). Sin pérdida de generalidad pondremos el eje z
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perpendicular a dicha superficie (definida por z=0). Asimismo el eje x lo elegimos tal

que el vector de onda k quede en el plano xz (que llamaremos plano de incidencia). La
situacion se ilustra en la figura 7.4.1

7=0

A\ Y 0,

V]

Figura 7.4.1: Refraccién en una superficie plana (z=0) que separa dos medios con
distinto indice de refraccion.

Mostraremos ahora que la onda que se propaga por el semiespacio de la derecha,
luego del cambio de material, sigue siendo una onda plana, pero con un angulo de
propagacion distinto. A este cambio en el angulo de propagacion se lo denomina
fenomeno de refraccion.

Para ello escribiremos la expresion para una onda plana incidente, la
particularizaremos en el plano z=0, y evaluaremos como debe ser la onda refractada
para que coincida con la incidente en la superficie de separacion z=0.

Sea la onda incidente:

w(x,y,z,t) = Ae" ™) 7.4.1
donde hemos usado que k,=0. En z=0 esta onda vale:

w(x,v,z=0,t)= Ae" ™" 7.4.2

Cabe notar que como el modulo de £ esta determinado por la frecuencia y la relacion de
dispersion. Dados @, k, k, ; queda determinado £. a menos de un signo:

k, =+ Jk* —k? -k’ 7.43

z

Por lo tanto solo hay dos ondas que satisfacen 7.4.2, una es 7.4.1, y la otra se
propaga hacia la izquierda. Analicemos por un momento esta otra onda. La situacion es
ilustrada en la figura 7.4.2. La nueva onda se propaga hacia la izquierda con el mismo
valor de ky y k, con signo contrario, o sea que es una onda reflejada en la superficie con
el mismo angulo con que incidio. Que la onda se refleja formando el mismo dngulo con
la normal a la superficie es conocida como ley de reflexion especular.
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kx 0
kxT 6

Figura 7.4.2. La onda incidente genera una onda reflejada con el mismo angulo al de
incidencia.

A la derecha de la superficie z=0 la onda diferira en un coeficiente de
transmision t con la incidente, que dependera de las condiciones de borde que la fisica
impone a cada sistema fisico (ondas sonoras, electromagnéticas, etc.). Dicho coeficiente
no depende de x e y ya que ambos medios son supuestos homogéneos. Por lo tanto

llamando = a la funcion de onda inmediatamente antes de la superficie, y y*
inmediatamente después (en 0"y 0" respectivamente) queda:

v =w(x,,0,t)= e 7.4.4
v =ty = Ate" M 7.4.5

Pero como la onda a la derecha se propaga con vector de onda k», su forma debe ser:

w" = Be' 7.4.6
De 7.4.6 y 7.4.5 debe ser
k]x:k2x 7.4.7
o0 sea
ki sen(6;)=k; sen(6,). 7.4.8

Como la frecuencia es la misma para ambos lados (sino no se satisface 7.4.5 para todo
1), la relacion de dispersion fija el valor de k; y & a partir del indice de refraccion:

ki=n;a/c 7.4.9
para j=1 o 2. Con lo que:

n; sen(6;)=n; sen(6,).
7.4.10

Que determina el angulo de refraccion en funciéon del de incidencia, conocidos los
indices de refraccion. Se la conoce como Ley de Snell.

Notese que no hemos hecho uso para su deduccion de las condiciones de borde
particulares para cada tipo de onda (leyes fundamentales). Solamente hemos usado que
existe una solucion propagante de cada lado de la superficie de separacion y que ambos
medios son homogéneos, por lo que la ley vale para todo tipo de ondas.
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7.5.0ndas esfericas y cilindricas

Si bien hemos visto que cualquier solucion a las ecuaciones de ondas planteadas
puede ser hallada como superposicién de ondas planas monocromaticas, no siempre esta
representacion es la que mejor se ajusta a la simetria del problema a tratar. Asi por
ejemplo, una fuente puntual (como un adtomo que emite luz, visto desde lejos, o a la
excitacion armonica de una de las masas de la red bidimensional) daran en un medio
isotropo el mismo campo en todas las direcciones, situacion dificil de reconstruir a
partir de ondas planas. Por otro lado hemos visto que a una dada frecuencia existen
infinidad de soluciones, que son las ondas planas en distintas direcciones. Cuando hay
mas de una solucidén a la misma frecuencia (soluciones degeneradas), sabemos que
cualquier combinacion de ellas también sera solucion armoénica a la misma frecuencia.
Por lo tanto buscaremos si existen otras soluciones armonicas que respondan mas
adecuadamente a la simetria del problema de fuentes puntuales o lineales.

Para el caso de fuentes puntuales buscamos una solucion a la ecuacion de ondas
en que el frente de onda sea una esfera que crece con el tiempo a la velocidad de fase:

w7, ) = f(r)e' ™™ 7.5.1

donde se ha impuesto que la funcién de onda solo puede depender de la distancia a la
fuente r, pero no de la direccion (buscamos una solucion isotropa). La funcion f(7) debe
elegirse de modo de satisfacer la ecuacion de onda. El frente de onda en la ecuacion
7.5.1 avanza a velocidad v=a/k. Las derivadas parciales son:

o'y 2
=—0 7.5.2

ot* v

oy or 4 . Or

=" tik— fe 7.5.3

ox / axe : Oox fe
Oy _ f"(@j2+f'a—2r+ik f8—2r+2f'(@j2 _sz(a_rjz e 7.5.4
ox? ox ox? ox? Oox Ox o

donde ¢=wt-kry es

2 2 2
r:w/)cz+y2+z2 : Oor _x ; 8r:1 X /r 7.5.5

5_7 ox? r

Si remplazamos las expresiones 7.5.2 a 7.5.5 en la ecuacion de ondas 7.1.6 y sabiendo
que vale la relacion de dispersion w=vk, resulta

[2f/r+f7 ] +i2k(f+f/r)=0 7.5.6
que se satisface si las partes real e imaginaria se anulan. Para la parte imaginaria es

df/dr+f/r=0 7.5.7

que conduce a
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g __dr

7 7.5.8
r
cuya solucion es
f=Ar 7.5.9

que también satisface que la parte real se anule (verificarlo).
La solucion queda pues

% _ A gitorin 7.5.10
r

y para una onda esférica que converge solo hay que cambiar el signo en k

W= A gitorsin 7.5.11
P

Notar que la amplitud decae en forma inversamente proporcional a la distancia.
La intensidad de la onda seria proporcional a la amplitud al cuadrado, por lo que decae
en forma inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, y por lo tanto al area
del frente de onda (superficie de la esfera =47). La potencia transportada por la onda
permanece constante cualquiera sea el frente de onda considerado. Esto es esperable
pues la ecuacion de onda utilizada no contiene ninglin término disipativo.

Queda como ejercicio verificar que la onda esférica dada por la ecuacion 7.5.10
satisface las otras ecuaciones de ondas isOtropas presentadas en este libro. Es un
resultado esperable ya que siendo las ondas planas una base, la onda esférica debe ser
suma de ondas planas de una misma frecuencia, y por lo tanto suma de soluciones de
todas las ecuaciones de ondas isotropas (el mismo modulo de k& en todas las
direcciones).

Veamos ahora el caso en que la fuente es un hilo recto infinito con todos los
puntos emitiendo en fase. La simetria de este problema nos induce a pensar que el frente
de ondas debe ser un cilindro. En efecto cualquier par de puntos a la misma distancia
del eje debe ver el mismo valor de la funcion de onda, pues el sistema es invariante
tanto ante rotaciones alrededor del eje como a traslaciones a lo largo del mismo. La
funcién de onda propuesta es entonces:

w=f(p)e ™ 7.5.12

donde p* =x* +y’ ,sila fuente es ubicada a lo largo del eje z.

No hallaremos la solucion exacta a la ecuaciéon de onda, sino que nos
limitaremos a una aproximacion. En funcion de los resultados para la onda esférica, y
dado que el area del cilindro crece linealmente con p, esperamos una solucion del tipo

A i(wt—
l//:Te( 1=kp) 7.5.13

P
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Si remplazamos 7.5.1 3 en la ecuacion de onda 7.1.6 queda

2
vzw_vizaﬁtg/:%_)() si p—ow 7.5.14

Es decir que 7.5.1 13 se parece mas a la solucion cuanto mas lejos se esta de la fuente.
(Cuan lejos es necesario irse? Podemos establecer que si

y/p*<<kPy 7.5.15
el termino sobrante es despreciable frente al Vi . .Esto vale entonces para
P>>A. 7.5.16

7.6. Aproximacion paraxial

En muchas aplicaciones en que se estudia la propagacion de ondas, interesa
hallar la funcién de onda en puntos cercanos a un eje de referencia. El caso mas comun
es el del estudio de propagacion de la luz en sistemas Opticos. Analicemos el caso de la
propagacion de ondas esféricas con la fuente o sumidero (desde donde se emite o hacia
donde converge) en el origen de coordenadas. Luego analizaremos casos mas generales
con fuentes fuera de eje.

En la figura 7.6.1 se muestra el sistema de coordenadas elegido y se analizan los
cuatro casos que se pueden presentar: que el punto sea fuente o sumidero que
corresponde a g=wrt-kr o  J=wt+kr respectivamente, y si analizamos la onda a la
izquierda o derecha del origen. Analizamos lo que ocurre cerca del eje z, es decir para

)c2+y2<<z2 7.6.1
que es nuestra condicion de aproximacion paraxial

ei(a)t—kr) ei(a)t+kr)

R=-z R=:z R=-z R=z
. ko? , 2 T 2
® = ilkz + ot + L ® = i[—kz + ot — 2 ® = i[—ke+ ot~ 12 q>=i[kz+wt+kL
2z 2z 2z 27

Figura 7.6.1 Aproximacion paraxial para ondas emergentes y convergentes.
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Desarrollamos entonces la distancia r como:

2 2
rz\/x2+y2+22:\/p2+22=|z| 1++’0—2E|z|+p— 7.6.2
z 2|z|

que en la figura se explicita para cada caso teniendo en cuenta el signo de z.
Queda pues para una onda que avanza hacia la derecha:

A e i 2e
l//E—el(M kz)e ikp© /2 763
r

y para la onda a izquierda:

4 -
Wg_el(wt+k2)elkp /2z 764
r

Notar que en ambos casos aparece una fase similar a la onda plana y otra cuadratica en

p. Esta ultima la podemos escribir como e /* donde el signo de R indica si la onda
diverge (R >0) o converge (R<0).

Analicemos ahora el rango de validez de las aproximaciones utilizadas. Por
ejemplo para z>0 es (conservando un orden mas)

2 4

r;z+p——p— 7.6.5

2z 8z°

pero r aparece en un término de fase multiplicado por k. Cuando realizamos
aproximaciones con términos de fase hay que tener presente restricciones adicionales.
En efecto si sumamos a una fase que vale $=100007 un termino mucho mas chico, por
ejemplo ¢’=n , el efecto de despreciarlo puede ser catastrofico pues si bien ¢p’<<¢, es
e’” =—1 y la funcién de onda cambia de signo. Como las sinusoides se repiten cada
vuelta, ademds de pedir que el termino despreciado sea mucho menor que el anterior, es
necesario pedir que el cambio de fase que introduce sea mucho menor que w. Asi, para

despreciar el termino en p4 es necesario pedir ademas
kp*

o <7 = pt<<diz’ 7.6.6
z

que pone una condicién distinta a pedir que p’<<z’, pues involucra también a la
longitud de onda. Conviene hacerse ejemplos para entender bien la diferencia entre
ambas restricciones.
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7.7. Lentes

Estudiaremos ahora como modificar una fuente de onda dado para que converja
a un punto deseado. De ahora en mas seremos mas explicitos en cual es la funcion de
onda, hablamos de luz y por lo tanto usaremos E (campo eléctrico) en lugar de .
Comenzaremos por el caso de una onda plana incidente, ilustrado en la figura 7.7.1-a.

A A
( >
0 f o’ Zs zs'
\
Figura 7.7.1-a Figura 7.7.1-b

La onda incidente es
E, = Ae"™™™ 7.7.1

y deseamos una onda que luego de atravesar una superficie que la modifica ( ubicada en
z=()) salga como

B .
Ez :_ez(a)t kz)e ikp©/2z 772
|71

con
z'=z-f 7.7.3

y fes la distancia del plano al punto en que converja la onda. Si calculamos tanto la
onda incidente como la trasmitida en el plano z=0, el cociente entre ambas debe ser la
transmision necesaria para el plano en cuestion. Es en z=0 (z’=-f)

E,(z=0,0)=1tE,(z=0,t) = ?e"”’e""mf 7.7.4

E = de™ 775

donde t es el coeficiente de transmision en amplitud de la superficie. El sistema que
logra lo buscado sin pérdida de energia tiene una transmisioén

t(p) =™’/ 7.7.6

quedando claro que cualquier factor de amplitud que multiplique solo modificard la
potencia, pero no el punto de convergencia.
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A cualquier sistema cuya transmision responde a la ecuacion 7.7.6 se lo denomina lente
y el pardmetro f es la distancia focal. Analizaremos ahora que ocurre cuando la onda
incidente es distinta de la descripta por la ecuacion 7.7.1. Veamos primero el caso de
una onda esférica incidente como la ilustrada en la figura 7.7.1-b y dada por

B
E =——
(z-z,)

Luego de la lente la onda se obtiene multiplicando por ¢(p):

o _ilp? -
/(@ k(=2 Hoikp [ 2(z-2) 7.7.7

11
. ) ikp®| —+—|/2
E,(z=0,0)=tE (z=0,t) = A gt giorg [f Z] 7.7.8

s

que es la funcién de onda en z=0 para una onda convergente a z=z;> con

1 Z%Jrl 7.7.9
ZS ZS
y la onda es
A i(ot—k(z—z,) _—ikp*12(z-z,)
Ez(z,t):ﬁe e : 7.7.10
Z,.—z

(verificar que efectivamente 7.7.9 y 7.7.10 en z=0 dan 7.7.8)

Nota: la ecuacion 7.7.9 se conoce como ecuacion de la lente y suele aparecer escrita de
distintas formas segun la convencion de signos que se tome para definir la posicion de
la fuente y la imagen. La convencion aqui tomada tiene el mismo origen y sentido para
medir ambos, lo que la hace muy razonable pero no es la mas comun.

Como caso particular notemos que si z;=-f (punto denominado foco objeto), la
imagen cae en el infinito. Esto significa simplemente que la onda transmitida tiene
frente plano.

Si en lugar de buscar generar la imagen por transmision se utiliza una reflexion
en la que la fase reflejada depende de p (espejo), el coeficiente de reflexion se obtiene
en forma andloga y resulta

r(p)=e 7.7.11
con
R S 7.7.12
Z?' f Z?

Notar que la situacidon es equivalente a la de la lente, pero la imagen se produce en z
negativa para los sistemas que como lente producen la imagen en z positiva, de ahi la
diferencia aparente de signo en las expresiones 7.7.9 y 7.7.12.
Calcule como ejercicio las posiciones de las imagenes para distintas posiciones
de las fuentes (por ejemplo delante o detras del foco objeto, y para distintos signos de f).
(Como podemos construir el filtro necesario para que se comporte como una
lente?
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Figura 7.7.2. a: lente por gradiente de indice, el color mas oscuro ndica mayor indice
de refraccion. b: lente por tallado (la mas difundida). c: lente difringente. d: lente
binaria.

Hay varias posibilidades, que se ilustran en la figura 7.7.2. Podemos fabricar una
lamina delgada tal que el indice de refraccion dependa de r cuadraticamente. Al
atravesar la lamina la onda es retrasada en fase una magnitud A¢ = kn(p)d , donde n es
el indice de refraccion y d es el espesor de la lamina. Al ser

n(p)=ap’ +n, 7.7.13

queda un filtro de fase cuadratico. Este tipo de lentes se denomina lente de gradiente de
indice y se lo fabrica difundiendo una impureza en el vidrio (por ejemplo titanio) de
modo de introducir una banda de absorcion angosta en una region en que no se desea
trabajar (una resonancia adicional que modifica la curva de dispersion). La impureza se
difunde con una concentracion que depende de p (figura 7.7.2-a). Otra posibilidad es
que la lamina tenga espesor variable, una parte en vidrio de espesor

d(p)=ap’ 7.7.14

y el resto en aire de espesor dy-d(p). La variacion de fase sera

Ag=knap® +k(d,—ap’)=kd, +ka(n-1)p° 7.7.15
La distancia focal es en este caso
__1 7.7.16
a(n-1)

Para lograr este perfil de espesores el vidrio debe ser tallado siguiendo una parabola. En
realidad es mas sencillo tallar una esfera, que dentro de la aproximacion paraxial serd un
perfil cuadratico . La distancia focal queda

F=R/(n-1) 7.7.17
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Calcule como ejercicio la expresion de la distancia focal para lentes biconvexas,
concava-convexas, y cuando el indice después de la lente es distinto al indice anterior.
Estas lentes son las mas comunes. Una variante se puede introducir si cada vez que el
filtro llega al valor 27 se produce un salto y se vuelve al plano original. Esta situacion se
ve en la figura 7.7.2-c, y este tipo de lentes es muy sensible a la longitud de onda, ya
que el momento del salto depende de la misma. Se lo denomina dptica difringente. Si
los cambios de fase se hacen de a escalones discretos ( ver figura 7.7.2-d) se lo suele
denominar 6ptica binaria. Como vemos hay muchas maneras de producir esencialmente
el mismo efecto, pero el concepto involucrado es siempre el mismo. En todos los casos
mencionados, la lente real resultante es solo aproximadamente igual al filtro cuadratico
(lente ideal), tanto debido a que el perfil no es exactamente parabolico, como al hecho
de no ser un objeto infinitamente delgado. Estos apartamientos de la idealidad se los
denomina aberraciones, y dependen de cada disefio en particular. Se suele clasificar las
aberraciones por el término de fase que es necesario agregar para mejorar la
aproximacion.

7.8. Puntos fuera del eje. Magnificacion.

Analizaremos ahora el caso en que la fuente estd localizada fuera del eje
(siempre en la aproximacion paraxial). La situacion se ilustra en la figura 7.8.1. Las
coordenadas de la fuente son (x,0,z;), por lo que en la aproximacion paraxial la onda
que llega a la lente se obtiene desarrollando

rz\/(x—xs)2+y2+(Z—ZS)2 7.8.1

que en z=( se aproxima por

2 2
- +
r;|zv|+w 7.8.2
) 2z,
con lo que el campo a la salida de lente sera
E2 (0’ t) _ Aeikpz/Zfeikpz/ZZ‘Se—iloch /2z, 783

donde en la constante 4 se incluyeron todos los términos de amplitud y fase irrelevantes
para este andlisis. El término cuadratico indica nuevamente que a la salida hay una onda
que converge a z=z,> dada por la ecuacion 7.7.9. Remplazando explicitamente p por x e
», la fase se puede escribir como

p=k(x-x,)’ +y°1/z, +cte 7.8.4
con
Xs'/Ze'= Xg /Zs 7.8.5

y la onda saliente es de la forma
4 (x=x,) 47

E,(z,p,t) = A(p)e' @ e 2T 7.8.6

que converge al punto de coordenadas (x;,,0,zs’).
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Por lo tanto dos puntos separados una distancia Ax en un plano perpendicular al
eje de la lente, apareceran en su imagen separados una distancia Ax’ tal que la
magnificacion del sistema (M) sera

=z 7.8.7
Ax =z

s

La posicion de la imagen se puede hallar graficamente con la siguiente
construccion indicada en la figura 7.8.1: de la ecuacion 7.8.5 surge que la linea que pasa
por la fuente y el centro de la lente, también pasa por la imagen, la linea que pasa por la
fuente y el foco objeto f’corta la lente en x’ tal que

—= > 7.8.8

que a partir de que f"=-f (si los indices de refraccion son iguales a ambos lados de la
lente) y de las ecuaciones 7.7.9 y 7.8.5 resulta x '=x,-. Queda pues determinada la altura
de la imagen, y z, se halla buscando la interseccion de la recta antes trazada que pasa
por el centro, con la horizontal a x’. También se puede hallar con la recta que corta a la
lente en x; y pasa por el foco imagen f (ver figura). Queda como ejercicio demostrarlo.

Plano focal: en el plano perpendicular al eje z que corta en z=f se forman las
imagenes de las ondas planas que inciden con cualquier angulo. En efecto si hacemos
zy—oomanteniendo el angulo x,/z,=tan 6, la imagen se forma en z,=f (ecuacion 7.7.9) y
xs=f tan.

Rayo: en la construccion geométrica de la imagen hemos utilizado lineas que
son perpendiculares al frente de onda en todo punto. Estas lineas coinciden con la
direccion del haz de luz que se obtiene luego de obstruir el frente de onda con una
pequetia abertura. A estos haces se los denomina rayos y coinciden con las normales a
los frentes de onda cuando el medio es isotropo.

A

Figura 7.8.1
Xs f

Zs f ,Xs'
zZs
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Guia 7
1.- a) Demostrar que para la ecuacion de Klein-Gordon en tres dimensiones vale la

relacién de dispersion @’ = @) +v’k’
b) Hallar las frecuencias tipicas del plasma de la ionosfera, de los semiconductores y de

los metales. Indicar la region del espectro electromagnético a la que pertenecen. ;Qué
densidad de electrones haria falta para hacer un espejo para rayos X?

2.- Demostrar que f(n.r - ct) es solucion de la ecuacion de ondas clédsica, donde n es un
versor constante en la direccion de propagacion de la onda.

3.- Una onda plana incide desde la 7. P
izquierda (aire) sobre una lamina de - \ « v Zy

vidrio de espesor e, con un angulo ) Q M s
de incidencia y. Demuestre que la

onda transmitida se propaga con el 7,
mismo angulo que la incidente.

Escriba la expresion para :
a) la onda incidente en el sistema de referencia con origen O y eje z; y con origen O y
ejez

segln z1.

b) la onda reflejada, con origen O y eje z; y con origen O y eje z..

¢) la onda transmitida dentro del material con origen O; con origen O” y con O’”’.

d) la onda transmitida con origen O’”’ y eje z,; con origen O” y ejes z; y con €je Z.

e) la onda reflejada en la segunda cara y transmitida hacia atras en la primera, con
origen O’y eje z; y con origen O y eje z..

Analice los resultados y elabore una regla general sencilla para construir estas ondas.

4.- Una onda plana incide desde la izquierda
perpendicularmente a la cara del prisma de la figura.
Encuentre:

a) El angulo de desviacion 0 de la luz transmitida en

funcion del indice de refraccion y el angulo o del N
prisma.

b) La dispersion del prisma (d6/d)\). Estime dicho

[

valor para algiin material que encuentre en tablas o

algtin libro.

¢)El angulo a partir del cual toda la luz es reflejada (dngulo de refraccion rasante). Este
angulo se denomina de reflexion total interna. Discuta para qué caso es posible la
reflexion total externa.

5.- Demostrar que y(x,t) = (A/r) exp [i(kr-mt)] satisface la ecuacion de Klein-Gordon y
la de las ondas electromagnéticas en medios transparentes.
Halle la relacion de dispersion correspondiente.

6.- a) Considere el frente esférico generado por una fuente puntual que emite en una
longitud de onda (A) y que se encuentra a una distancia d del punto de observacién.
(Qué condiciones debe satisfacer p para que sea valida la aproximacion paraxial?

b) Analice los siguientes casos: d = 100 um; lem; Im; 100m y 10km, con
A perteneciente a: 1) rango visible ii) microondas iii) onda corta iv) rayos X
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7.- a) Defina qué se entiende por objetos e imagenes reales o virtuales. ;Coémo se
generan y como se detectan?.

b) Sea una fuente real a una distancia zs de una lente de distancia focal imagen >0. Para
zs> f, zs=f'y zs< f, dibuje los frentes de onda incidentes y emergentes. Idem para f' <0.
¢) Idem b) pero para una fuente virtual.

8.- Escriba, en la aproximacion paraxial, la expresion de una onda convergente a
derecha a un punto P. Halle la expresion de la onda reflejada en un espejo esférico de
radio Ri en funcion de la distancia P-espejo. Discuta los distintos casos que se
presentan.

9.- Halle la expresion de la onda transmitida cuando una onda esférica incide sobre una
dioptra (también esférica).

10.- Halle las distancias focales para lentes: 1) plano-cdncava, ii) plano-convexa,

ii1) bicdncava, iv) biconvexa, v) concava-convexa; en funcion del indice de refraccion y
de los radios de curvatura de las lentes, como asi también de los indices de refraccion de
los medios externos. En un caso particular demuestre que el resultado es independiente
del orden en que se iluminan las superficies.

11.- Una lente delgada convergente, de distancia focal 30cm, se coloca 20cm a la
izquierda de otra lente delgada divergente de distancia focal 50cm. Para un objeto
colocado a 40cm a la izquierda de la primera lente determine la imagen final. ;Cudl es
el aumento lateral del sistema?.;La imagen es real o virtual, es directa o invertida?.
Resuélvalo también geométricamente.

12.- a) Describa el microscopio simple (lupa) y recordando que el aumento de un
instrumento se define como el cociente entre el angulo con que se ve al objeto a través
del instrumento y el angulo con que se lo ve a ojo desnudo, calcule su aumento en los
siguientes dos casos: 1) imagen final en infinito, i1) imagen virtual a 25cm de la lupa.

b) Describa un microscopio compuesto, enumerando cada uno de los elementos que lo
componen y la funcion que cumple cada uno de ellos. Indique también si en la practica
cada uno de estos elementos es un elemento simple o no. ;Como se considera, a los
efectos de resolucion de esta guia, un microscopio compuesto?.

13.- Un microscopio consta de un objetivo de 4mm de distancia focal y de un ocular de
30mm de distancia focal. La distancia entre el foco imagen del objetivo y el foco objeto
del ocular es g=18cm. Calcule: a) El aumento normal del microscopio, es decir el
aumento cuando la imagen final esta en el infinito. b) La distancia objeto-objetivo.

14.- Enumere los elementos basicos que componen un telescopio astronémico y los que
componen un anteojo de Galileo, indique qué funcion cumple cada uno de ellos. Calcule
el aumento de cada telescopio.

15.- Un anteojo astrondémico utiliza como objetivo una lente convergente de 2m de
distancia focal y 10cm de diametro, y como ocular una lente convergente de 4cm de
distancia focal. Determine: a) el aumento.

b) El tamafio de la primera imagen de la luna y el tamafio angular de la imagen final a
través del telescopio. La luna subtiende, a ojo desnudo, un dngulo de 31'.
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Determinismo no implica reversibilidad en el tiempo. ;Falta de determinismo
da lugar a irreversibilidad?

Capitulo 8
ONDAS VECTORIALES: POLARIZACION

Hemos visto ejemplos de ondas correspondientes a fendmenos en que la
magnitud fisica que oscila alrededor de su equilibrio es escalar o vectorial. Por ejemplo
la densidad o la presion en el caso del sonido son escalares, el desplazamiento de la
cuerda es un vector. Vibraciones en sélidos son vectores. Pero aun en los casos en que
la magnitud fuera un vector nos limitamos a estudiar una sola componente, o sea
estudiamos siempre ondas escalares. (Habra peculiaridades del comportamiento de las
ondas que surjan de su caracter vectorial, que las diferencia de las ondas escalares? Ese
es el tema de este capitulo dedicado especificamente al caso de la luz. Ya hemos
mencionado en el capitulo anterior que la magnitud que oscila en el caso de una onda
luminosa es el campo eléctrico (y conjuntamente el magnético), pero esto lo planteamos
desde el dogma, no lo construimos desde la validacion experimental. ;Como sabemos
que es el campo electromagnético? ;Coémo sabemos que es una onda vectorial? ;Como
sabemos que el vector, en medios isétropos, es transversal a la direccion de
propagacion? La primer pregunta quedara postergada, nos abocaremos a estas dos
ultimas.

8.1. Caso de estudio: ;La luz es vectorial o escalar?

Para contestar a esta pregunta es necesario disefiar experimentos que pongan en
evidencia diferencias cualitativas entre los dos casos. Supongamos que es una onda
vectorial, el vector podria estar dirigido en la direccion del vector de onda & o ser
perpendicular a éste, o tener ambas componentes. Veamos que implica en lo que
respecta a la simetria que tenga componentes longitudinales o transversales.
Supongamos que un haz se propaga en la direccion del eje z, ya hemos roto la isotropia
del espacio marcando esta direccion preferencial. Las otras dos direcciones x € y son
todavia arbitrarias. Si la vibracidn es longitudinal (la magnitud fisica que oscila esta
dirigida en la direccion de propagacion de la onda) la simetria ante rotaciones segtn el
eje z se mantiene. Si la vibracion es transversal (la magnitud fisica es un vector
perpendicular a la direccion de k) hay una nueva ruptura de la simetria. Llamamos x a
esa direccion que ahora se distingue de y por ser la direccion del vector funcion de onda.
Esto se ilustra en la figura 8.1.1.

Si la onda emitida por nuestra fuente es vectorial y tiene una componente
transversal a la direccidon de propagacion, esperamos poner en evidencia esta rotura de
la simetria viendo alguna propiedad distinta a medida que rotamos la fuente alrededor
del eje z (direccion de k). Esto se ilustra en la figura 8.1.2, donde se muestra un
experimento en que un laser es dirigido hacia una ventana de vidrio que se ubica a un
angulo @. Si rotamos la ventana observamos que las potencias detectadas (reflejada y
transmitida) varian con el angulo @. Asimismo a @ constante, varia con la rotacion del
laser (£2).
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Figura 8.1.1: Una onda vectorial que se propaga segun z, con
vector en la direccion x rompe la simetria. Todas las direcciones
del espacio son ahora distinguibles

En la figura 8.1.3 se muestra cualitativamente la potencia reflejada para dos
angulos de rotacion del laser distintos. Vemos que las curvas son distintas, lo que
demuestra que la simetria de rotacion segln z esté rota por la luz. Esto demuestra que la
luz no es una onda escalar, ni tampoco puede ser una onda vectorial longitudinal. Como
minimo debemos usar una descripcion vectorial con componentes transversales.

laser

Q
ﬁ ventana
4

w_o

()

Figura 8.1.2. El laser emite luz que incide en una ventana de vidrio inclinada un angulo
@ ajustable. La reflexion incide en un detector y la transmision en otro. El laser puede
ser rotado a lo largo de su eje de emision (dngulo Q).

Si exploramos con mas detalle la dependencia de la reflexion con los angulos,
buscando el minimo valor, es facil encontrar una situacion en que la onda reflejada es
nula. Esto ocurre para una incidencia sobre la ventana con un 4&ngulo cercano a
60grados y para un angulo particular del laser. A este angulo particular de incidencia se
lo denomina angulo de Brewster. Se repite cada media vuelta de rotacion en 2y la
reflexion es maxima para una rotacion de 90grados respecto de la de minima reflexion.

La pregunta es si la energia es portada por una onda descripta por un vector
transversal puro, o si hay ademds una componente longitudinal posible, de manera
similar a las ondas mecdnicas en un so6lido (en que las vibraciones pueden ser
longitudinales o transversales). La conclusion debe provenir de un andlisis 16gico muy
cuidadoso de todas las opciones.
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>
D

Figura 8.1.3. Grafico cualitativo de la potencia recibida por el detector que mide la reflexion
en funcion del angulo de la ventana para dos angulos distintos del laser.

Supongamos que la onda es transversal y longitudinal. ;Es esto consistente con
los resultados? Si para un angulo dado no hay reflexion, querria decir que la onda
reflejada selecciona una de las componentes transversales, que justo no esta presente en
esa ocasion. En ese angulo de Brewster entonces no se refleja la onda longitudinal en
caso de existir. Por lo tanto la onda longitudinal es transmitida ain cuando rote el laser
como para tener componente reflejada maxima. Si intercalamos sucesivas ventanas en
angulo de Brewster (figura 8.1.4) la componente longitudinal sera siempre transmitida.
Por ende la componente transversal se ird atenuando hasta desaparecer en las sucesivas
reflexiones y quedara solamente la longitudinal casi pura. La experiencia muestra que la
onda se atenua geométricamente con las sucesivas ventanas hasta extinguirse, lo que
demuestra que, de ser la luz (de este laser) una onda vectorial, no tiene componente
longitudinal.

Figura 8.1.4. Sucesivas laminas van atenuando la componente transversal transmitida,
y como la onda se va extinguiendo, necesariamente no tiene componente longitudinal.
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Nota: hemos demostrado que la luz no es una onda escalar ni puede ser
descripta exclusivamente como una onda vectorial longitudinal. No hemos demostrado
que es una onda transversal, pues en fisica uno no demuestra lo que algo es, solamente
gana confianza en la descripciéon (necesariamente transitoria) de una parte de la
realidad.

8.2. Ondas planas linealmente polarizadas

Hemos demostrado que la luz debe ser descripta al menos como una onda
transversal. Otros experimentos relacionados con el presentado en los que se halla
cuantitativamente el coeficiente de reflexion y transmision cuando se incide sobre una
ventana de vidrio permiten corroborar que dichos coeficientes coinciden con los
predichos a partir de las ecuaciones de Maxwell si se supone que la luz es una onda
electromagnética. Este hecho nos hace ganar confianza en la descripcion
electromagnética de la luz, confianza que se va incrementando con todos los
experimentos que involucran interacciones con la luz en que se utiliza al
electromagnetismo como teoria marco para predecir los resultados. En la onda
electromagnética las magnitudes fisicas que oscilan alrededor del equilibrio son el
campo eléctrico y el magnético. Como las ecuaciones de Maxwell, que describen la
evolucién de dichos campos en presencia de cargas eléctricas en movimiento, nos
permiten deducir el valor del campo magnético, conocido el eléctrico (y viceversa),
solamente utilizamos uno de ellos para describir la onda. Elegimos el campo eléctrico
por ser la magnitud que interactiia mas fuertemente con la materia, por lo que la funcién
de onda desde ahora y mientras describamos experimentos con luz, sera el campo
eléctrico, designado con la letra E.

Analizaremos en primer lugar ondas monocromaticas (de frecuencia bien
definida) y aprovecharemos la linealidad de las ecuaciones de ondas para luego aplicar
superposicion en caso de necesitar describir un pulso con una dependencia arbitraria en
el tiempo. Si el campo so6lo tiene componentes transversales, designando a la direccion
de propagacién como z, el vector campo eléctrico solamente tendra componentes x € y.
Del mismo modo que con ondas mecénicas, podemos considerar el caso mas simple en
que solamente hay excitada una componente, por ejemplo la x. El hecho de definir la
direccion de propagacion nos limita en tres dimensiones a una onda plana, que en
notacion compleja sera:

E(x,y,z,t) = A e" "% 8.2.1

Donde 4, es la amplitud (real) y ¢_una constante que determina la fase de la oscilacion.

Otra forma de frente de onda implica necesariamente la superposicion de ondas planas
en distintas direcciones. Podemos girar la direccion de propagacion alrededor del eje x y
mantener la direccion del campo eléctrico (que debe ser perpendicular a k). Pero si
rotamos por ejemplo segun el eje y , ya el campo necesariamente incorpora otras
componentes para mantenerse perpendicular a k (ver figura 8.2.1). Para eludir la
complejidad algebraica y a fin de introducir los conceptos centrales de las ondas de luz
nos limitaremos a ondas planas colineales. Por otro lado muchas situaciones practicas
son adecuadamente aproximadas por esta descripcion de apariencia limitada.
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Figura 8.2.1: al rotar la direccion de propagacion el campo sale del eje x.

Dada la isotropia del espacio en que estamos suponiendo que se propaga la onda,
la solucion 8.2.1 de la ecuacion de ondas sera valida para cualquier eleccion arbitraria
de los ejes coordenados. Al igual que para ondas escalares, son necesarias las infinitas
direcciones de propagacion para tener una base completa. La diferencia es que una vez
elegida la direccion y sentido de propagacion tenemos atin dos grados de libertad, que
son las dos componentes del vector perpendicular a k. El otro elemneto de la base
necesario es pues:

E(x,p,z,0) = 4,"" 8.2.2

Cualquier onda plana propagandose en la direccion z positiva debe ser descripta
como suma de 8.2.1 y 8.2.2. A estas dos soluciones se las denomina ondas planas
linealmente polarizadas en las direcciones x e y respectivamente. ;Coémo se describe
una onda linealmente polarizada en una direccion arbitraria formando un angulo 6 con
el eje x (figura 8.2.2)?

we

v

Figura 8.2.2: Onda linealmente polarizada a un angulo @respecto del eje x.

La onda se puede describir con una ecuacion similar a 8.2.1 pero segun el eje x’,
0 sea:

E(x',y',z,t) = 4 ") 3 8.2.3
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(notar que el eje z no cambia en la rotacion). Esta onda puede ser escrita en el sistema
xy, cambiando las coordenadas segun la transformacion lineal que origina una rotacion,
que se obtiene de escribir x e y en términos de x’ e y

x = Xx'cos(@) — y'sen(0) 8.2.4
y =x'sen(6) + y' cos(0) 8.2.5

0 en notacion matricial:

{x} {cos(&’) - sen(@)}[x} {x}
= =R_p 8.2.6
y sen(@) cos(@) || ' V'
y su inversa:
{x'} _ { cos(6) sen(@)}[x} _ Re{x} 897
' —sen(d) cos(@) || v y

Es sencillo demostrar que el producto de las matrices en 8.2.6 y 8.2.7 es la matriz
unidad:

0 1
Aplicando la transformacion 8.2.6 a 8.2.3, se obtiene:

10
RHR_ng_gRg:I:[ } 8.2.8

E .
E(x,y,z,0) = R_g[ 6‘ } = A, 7500 (cos(0)2 + sen(0) ) 8.2.9

que es una superposicion muy particular de 8.2.1 y 8.2.1 en la que:
¢ =9, =4, 8.2.10

De modo que la onda linealmente polarizada en una direccion arbitraria (propagandose
segun z) se obtiene superponiendo ondas polarizadas segiin x ¢ y con la misma fase. En
notacion matricial la onda linealmente polarizada a un 4ngulo fes:

~ E ol 9 _ 0
E(x,y,2,t) = —| ¢ cos(®) = A e/ cos(9) 8.2.11
E A ") sen(0) sen(6)

y

El cociente entre las amplitudes de las dos componentes resulta:

A
— = tan() 8.2.12
A

X

y determina el dngulo cuando ambas componentes estdn en fase (onda linealmente
polarizada.
(Como es la onda si las componentes no estan en fase?
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8.3. Polarizacion eliptica y circular

Si superponemos dos ondas segin 8.2.1 y 8.2.2 con una relacion de fase
cualquiera, el campo resulta:

i(ot—kz+¢,)
E(x = E | |4e t _io—ke+g,) 4, 331
s Vs Z, )— E = y ei(wt—kz+¢‘.) =e A ei(¢y—¢x) o
»

y y

donde ambas componentes oscilan a la misma frecuencia pero no estan en fase. En
realidad debemos tomar la parte real para ver como es el vector campo eléctrico,
resultando:

E(x,y,z,t) :{

EX} _ [Ax cos(awt — kz + %)} 832

E A, cos(wt —kz+¢,)

y

Esta es la ecuacion paramétrica de la elipse. A medida que avanza el tiempo o cambia la
posicion, el vector va recorriendo una elipse. El caso mas facil de visualizar es cuando
E=¢,—¢, =xn/2 8.3.3

Para este caso cuando la componente x llega a un maximo o minimo, la componente y
pasa por cero, y viceversa. La elipse estd recostada con sus ejes sobre los ejes
cartesianos, siendo sus radios mayores y menores 4, y 4, (segun cual sea mayor de
ellos). Esto es ilustrado en la figura 8.3.1

Y A

E
mt o

Figura 8.3.1: El vector campo eléctrico recorre una elipse con frecuencia angular w.

Segtin que la diferencia de fase entre las dos componentes sea +mn/2 o -n/2 el
vector campo eléctrico girard en sentidos contrarios. Si la diferencia es positiva
tenemos:

Ex|  iwr-kevg)| “Ax i(ot—kztg,)| Lx
E(xayazat)_|:Eyj|_e Ayel’;z-/z =e sz 8.3.4

cuya parte real es

8.3.5

— A sen(at —kz +¢,)

{ A, cos(at —kz + ) }
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En este caso la componente y estd adelantada respecto de la x (que llega al maximo
cuando la y ya vuelve y estd pasando por cero). El vector gira en la figura 8.3.1 en el
sentido horario, y para una onda viajando hacia z positivo (saliendo de la figura) se dice
que rota a derecha.

(Como se vera esta onda eliptica en un eje rotado un angulo 8? Para ello rotamos
8.3.4 usando 8.2.7:

|:Ex':| = Rgel'(a)t—kz+¢x)|:,Ax :| = ei(a’t_kz+¢x)|: cos(0) Ay + isen(H)Ay 8.3.6

E, i, —sen(0)A, +icos(0)4,,

de donde podemos calcular las fases de cada componente (la tangente es el cociente de
la parte imaginaria sobre la real):

Ay
tan(¢,) = tan(6) —— 8.3.7
Ax
A A A
tan(¢,) __cosO) Ay _senO+ /D) Ly _ ngypia) 8.3.8
sen(0) A, cos(@+rx/2) A, A,

Cambiando los valores de A,/A, se obtienen distintos desfasajes para distintos
valores de la rotacion 4, salvo el caso particular en que

4, =4, 8.3.9
en que resulta siempre:

tan(¢, ) = tan(6)

tan(¢,) = tan(6 + z/ 2)

y queda
Py =P =72 ve 8.3.10

Para este caso particular el vector campo eléctrico describe una circunsferencia, y el
desfasaje no depende del sistema de coordenadas elegido. Se lo denomina polarizacion
circular derecha.

El caso en que es desfasaje es de -n/2, en lugar de 8.3.4 se obtiene:

E , A , A
E t — X — l(wt—kz+¢x) _)? — l(wt—kz+¢x) X 8311
(X,yaZ, ) |:Ey:| e Aye in/2 e _Z-Ay
que escrita en forma real da:

E:{Ax cos(a)t—kz+¢x)} $312

Aysen(ot —kz+ @)

Ahora la componente y estd atrasada respecto de la x en un cuarto de vuelta, y el vector
gira en sentido antihorario. La onda que viaja segun z positivo se denomina polarizada a
izquierda.
Si repetimos el andlisis hecho de cuando vale 8.3.9 para la polarizacion a
izquierda, se obtiene
Py =P =—7/2 ve 8.3.13
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Nuevamente el desfasaje no depende del sistema de coordenadas, y el vector describe
una circusnferencia. Se lo denomina polarizacion circular izquierda.

Cabe notar que si la onda viaja en el otro sentido, como definimos la direccion
de rotacion observando la onda venir, debemos mirar la figura desde el otro lado, y la
polarizada a derecha es la que tiene un desfasaje de -7/2. No es el sentido de rotacién en
nuestro sistema sino respecto de su direccion de propagacion lo que define si es derecha
0 izquierda.

Volviendo a la notacion compleja para polarizacion circular (ecuaciones 8.3.4 y
8.3.11), podemos escribirlas como:
E(x,y,z,t) = el Ao L 1} = Ae' "6 8.3.14

E, | V2 i g

para la polarizacion circular derecha y :

- E. . 1|1 :
E(X, V.2, t) — — Aez(a}t—kzﬂ/ﬁx) - :| — Ael(a)t—kz+¢X)é1 8315

E, V2| -i

para la izquier_da. )
Donde hemos definido nuevos versores:
. 1|1 1 . ..
e, =—=|.|=—=E&-) 8.3.16
V2 H V2
1

1|1
e, =— X+1iy 8.3.17

Es fécil demostrar que los versores &, y &; son ortonormales. Basta con
multiplicarlos:

é,.é,:l[l i]H:l[l —iH:l 8.3.18
2 il 2 i
1.}1[1 —{1]:0 8.3.19
—1 2 —1

J1 1
é,.é,=%[l — i [_J:%[l i{_l]:l 8.3.20

Tenemos ahora una nueva base ortogonal en la que se puede expresar la onda.
Por lo tanto debe existir una matriz de cambio de base para pasar del campo expresado
como suma de dos ondas linealmente polarizadas segin x e y, a dos ondas circularmente
polarizadas a derecha e izquierda y viceversa. En 8.3.16 y 8.3.17 ya tenemos una de las
transformaciones, por lo que si la onda esta expresada en la base de polarizacion
circular la podemos transformar como:

66 =1 i]*{

2

= . . I . .. | SR
E=Ee +Ee =FE —(x—-iy)+E—=(x+1i 8.3.21
r&r 1€ 2( V) /ﬁ( V)

NG
5]l el
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y la transformacion inversa se puede obtener invirtiendo antes 8.3.16 y 8.3.17 y
repitiendo el procedimiento o simplemente invirtiendo Tcy:

Bl L\L T Bl g ] B 8.3.23
E | 2|1 —i|Ey| ¢ By o

Notar que el producto de T¢p por Tic es la matriz unidad.

8.4. Densidad de energia e intensidad

Habiamos visto en ondas unidimensionales que la densidad de energia y la
potencia para ondas propagantes es proporcional a la funcién de onda al cuadrado. En el
caso particular de ondas electromagnéticas, la energia esta equidistribuida entre la del
campo eléctrico y el magnético. Para ondas propagantes ambos son perpendiculares (el
campo magnético (B) esta orientado respecto al eléctrico como indica la figura 4.4.1),
viajan en fase y la amplitud del campo magnético es proporcional a la del eléctrico. Por
ello se calcula directamente la densidad de energia (Ugy) como proporcional al campo
eléctrico al cuadrado (recordar que hay que tomar la parte real antes de elevar al
cuadrado):

2 2 2
UEM :CEM‘E‘ :CEM(Ex+Ey) 8.4.1

donde Cgy es una constante que depende del sistema de unidades y del medio en que se
propaga onda. Para el sistema de unidades MKS la constante es:

v
v

Figura 8.4.1: orientaciones relativas del capmpo eléctrico E y el magnétco B en
una onda propagante segun el vector de onda k (para e>0 y u>0).

C,, =¢ 8.4.2

donde e=¢, para el vacio, y esta constante que depende del medio se denomina
constante dieléctrica e indica en que medida el material apantalla el campo (lo
disminuye) por movimiento de sus propias cargas.
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La intensidad transportada por la onda, es decir la potencia por unidad de area, la
obtenemos siguiendo el razonamiento presentado en 5.3, imponiendo que la energia
almacenada por la onda en un volumen de area dA4 y largo v.dt (v= velocidad de la luz
en el medio) o sea UdAvdt atraviesa la superficie d4 en un tiempo dt, siendo:

I=vU 8.4.3

Los detectores de luz y ondas electromagnéticas de alta frecuencia (de rayos
gama a infrarrojo) dan sefales que surgen de absorber cuantos de energia (fotones), y
por lo tanto miden densidad de fotones que llegan en el tiempo de integracion. Por
ejemplo un fotomultiplicador da un pulso de electrones por cada foton absorbido, un
fotodiodo da un par de cargas por cada foton. Detectores térmicos distribuyen la energia
absorbida en sus grados de libertad, dando un aumento de la temperatura. La magnitud
fisica asociada a esta medicion es la potencia media que llega al detector, promediada
en un tiempo mayor o igual a un periodo de la portadora. En esta promediacion la fase
de la onda no juega ningln rol ya que a lo largo de un periodo dara una vuelta completa
en el plano complejo. Se obtiene:

_VCey (4T 2 2, 2 20 _VCEM 2 42
<I(t)>T_TJ; (A cos™ (wt'—kz + § ) + A}, cos” (wt'—kz + ¢, )dt'= 5 (4 +45)

8.4.4

cabe notar que este mismo resultado se obtiene tomando directamente el mddulo al
cuadrado del campo en la notacién compleja y dividiendo por dos, o sea:

(1)) = "C§M EE*= VC;“M(A,% +4;7) 8.4.5

de modo que de ahora en mds usaremos esta cuenta sencilla para obtener la intensidad
media. Cabe notar que las intensidades de cada polarizacion ortogonal contribuye
independientemente a la intensidad total, esto no vale si se suman contribuciones no
ortogonales entre si, en cuyo caso es necesario previamente descomponerlas en una base
ortogonal.

8.5. Componentes pasivos 1: el polarizador

Hay materiales que por su estructura interna o construccién rompen la isotropia
del espacio, por ende la simetria y pueden alterar el estado de polarizacion de la luz
transmitida o reflejada. Un caso ya lo vimos empiricamente en 8.1, al observar que para
cierto angulo de incidencia, llamado 4ngulo de Brewster, solamente un estado de
polarizacion lineal es reflejado. Este angulo puede ser predicho a partir de las
ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo y es aquel en que la onda reflejada se
propaga perpendicular a la onda refractada. En la figura 8.5.1 se ilustra la situacion y se
observa que requiere que:

0;+6,.=nr/2 8.5.1
De la ley de Snell (7.4.8) equivale a pedir que:
nysen(0)) = nysen(r/2—6;) =ny cos(6;) 8.5.2

que da para el angulo de incidencia de Brewster:
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1 ny
tan(&; = =—
s tan(d,5) m

8.5.3

Para este angulo de incidencia, cualquiera sea la polarizacion incidente, la onda
reflejada sera linealmente polarizada en la direccion perpendicular al plano de
incidencia. Parte de la onda de esa polarizacion es transmitida, por lo que si definimos
como eje x al del plano, la onda reflejada serd una fraccion » (coeficiente de refleccion
en amplitud) de la incidente:

Ex =[0 0} Ex 8.5.4

EyR 0 r]E,

utilizamos » mintscula para indicar el coeficiente de refeccion, y usaremos R mayuscula
para la fraccion de energia reflejada. Cualquier componente pasivo que tiene una matriz
de transferencia (reflexion o transmision) como la descrita en 8.5.4, o sea con tres ceros
y un nimero menor que 1 en uno de los elementos de la diagonal, se denomina
polarizador, ya que independientemente de la onda incidente, transfiere una onda
linealmente polarizada. El polarizador ideal es aquel en que r=1.

Figura 8.5.1: angulo entre los haces incidentes, reflejados y refractados en la
incidencia en angulo de Brewster. La polarizacion incidente tiene ambas
componentes, una en el plano, indicada con la flecha y otra perpendicular
indicada con el circulo. La onda reflejada solamente tiene una componente.

Se pueden construir polarizadores por transmision aprovechando la propiedad de
ciertos materiales anisotropos de absorber preferencialmente una componente de
polarizacion, esta propiedad se denomina dicroismo. También se los construye
aprovechando la diferencia en la propagacion de las dos polarizaciones en materiales en
que tiene distinto indice de refraccion como la calcita. Estos materiales se los denomina
birrefringentes, y su tratamiento riguroso escapa el alcance de este curso, por lo que s6lo
mencionaremos algunos ejemplos.
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El eje del polarizador (direccion del campo que es transmitida) no
necesariamente coincide con algin eje elegido como base. En este caso es necesario o
bien rotar los ejes a aquellos en que definimos la matriz del polarizador, o rotar la
matriz del polarizador a nuestra base. La situacion se ilustra en la figura 8.5.2. Si
rotamos el campo a la base con un eje segun el polarizador (angulo 0), introducimos la
matriz del polarizador y volvemos a rotar a la base original tenemos:

E 1 0 E 2 E
[ x} =R—6{ }RH x|_| cos 0 sen@gos@ x 255
Ey T 0 0 Ey sen@cos sen6 Ey

hemos obtenido pues la matriz del polarizador en una base rotada. Si la luz incidente
esta polarizada segun el eje x, la luz transmitida sera

{Ex} _ cos>@  senfcosl {Ex}= E, cos? 0 956
Eylr |senfcos®  sen’6 | O E senfcos@

Figura 8.5.2: campo eléctrico incidente y transmitido luego de un
polarizador ideal. eo: eje Optico del polarizador.

Si en cambio queriamos calcular el campo en los ejes del polarizador, no
realizamos la Gltima rotacion de vuelta y queda:

E, 1 0 Ey cos@ senf || Ey
= Ry = = (£, cosO+ Esen0)s' 8.5.7
Ey'|, [0 O E, 0 0 | Ey

Y para el caso en que la luz incidente esta polarizada segun el eje x, se obtiene:
E
| =E,cos(9)%' 8.5.8
Ey T

La intensidad transmitida sera a partir de 8.4.5:
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I =cos?(0)],,, 8.5.9
Que es conocida como ley de Malus.

8.6. Componentes pasivos 2: laminas de onda

Hemos visto componentes que a partir de una onda arbitraria se obtiene ondas
linealmente polarizadas segin un eje determinado. Veremos ahora como obtener luz
circularmente polarizada, o en general luz elipticamente polarizada. Si la luz incide
linealmente polarizada, ambas componentes estdn en fase. Para pasar a polarizacion
eliptica es necesario introducir una diferencia de fase entre ellas. Si el desfasaje es de
+ /2, la elipse estard con sus ejes segin los ejes cartesianos elegidos y si ambas
componentes son iguales, la polarizacion sera circular.

Hay dos maneras simples de obtener una diferencia de fase entre las dos
componentes, una es por reflexion en una interfase entre dos materiales de distinto
indice de refraccion. La amplitud y fase de las reflexiones a angulos de incidencia
arbitrarios se obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell (como condiciones de
borde) y se conocen como coeficientes de Fresnel. Otro mecanismo es utilizar un
material que tenga distinto indice de refraccion para las dos componentes de
polarizacion (conocidos como materiales birrefringentes). De esta manera, luego de
propagarse por el material una distancia L, cada componente acumulara una fase kL
distinta por ser diferente el nimero de onda k. Al salir del material dicha diferencia
queda congelada y si el espesor es elegido para que sea de + 7/2, se habra logrado el
objetivo buscado. Esta situacion es ilustrada en la figura 8.5.1.

Figura 8.5.1: cristal birrefringente utilizado como lamina de onda. eo: eje optico del
cristal, la luz polarizada seglin ese eje tiene un indice de refraccion distinto
(extraordinario). A la salida del cristal de largo L las fases de las distintas
componentes de polarizacion habran cambiado en cantidades distintas.

El eje preferencial tiene un indice de refracciéon denominado extraordinario (n.),
en contraposicion con el otro denominado ordinario (n,) y los niimeros de ondas seran
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@
¢ 8.6.1
@

Y las fases acumuladas en el transito seran:

=—k L
x ? 8.6.2
¢y = _keL
Y la diferencia de fases:
w
Ap=¢, — P =(ne—n0);L 8.6.3

Eligiendo el largo del cristal se puede ajustar de modo que esta diferencia sea
+ /2, en cuyo caso se la denomina lamina de cuarto de onda (produce un desfasaje de
un cuarto de vuelta). Si es

A¢=i%(2m+l) 8.6.4

con m entero, produce el mismo efecto. Se la denomina lamina de cuarto de onda de
orden multiple.
Si

Ap=xtmr 8.6.5
es una lamina de media onda. El efecto es cambiar el signo de una componente, y con
ello cambiar la orientacion de la polarizacion, que sigue siendo lineal, silo era a la
entrada.

Las matrices de las laminas de media (A,) y cuarto de onda (My/4) son:

1 0 1 0
M=y | Maa=|y 4 8.6.6

Para que la polarizacion a la salida sea circular, es necesario incidir con la
polarizacion a 45 grados del eje Optico, de modo que ambas componentes trengan la
misma amplitud. Nuevamente para una orientacion arbitraria del eje, es necesario rotar
los ejes del campo incidente o rotar la matriz de la [amina.

Si la diferencia de fases es cualquiera, la matriz toma la forma:

|0 | igrg 2] 0
MA¢{ . ewg}—e ' 0 i) 8.6.7

8.7. Componentes activos y otras situaciones atipicas

Actividad optica: existen sustancias que poseen una asimetria helicoidal, y
poseen distinto indice de refraccion para las polarizaciones circulares a derecha e
izquierda. En este caso es necesario escribir el campo en la base circular, aplicar una
matriz similar a la de 1dminas de ondas 8.6.7 y volver a la base lineal:

En la base circular la matriz de actividad Optica sera
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Jt o i[9/ 0
MAO/BC:|: 0 eWJ:e 0 b2 8.7.1

y en la base linealmente polarizada luego de una cuenta sencilla:
M 40781 =TciM 40TLc = Rag/2 8.7.2
El efecto de la actividad Optica es rotar la polarizacion de la luz en un angulo fijo.

Hay otros efectos que se logran introduciendo rupturas en la simetria en
materiales por medio de campos externos. Por ejemplo con campos eléctricos y
magnéticos. He aqui algunos ejemplos:

Efecto Kerr: se introduce una birrefringencia por la aplicaciéon de un campo
eléctrico. Este efecto se debe a la orientacion de moléculas polares en liquidos por
efecto del campo externo o a deformaciones en las nubes electronicas debido a esos
campos. El campo eléctrico se aplica transversal a la direccion de propagacion de la luz
y la variacién entre el indice extraordinario y el ordinario resulta:

An=A,KE’ 8.7.3

donde 4, es la longitud de onda de la luz en el vacio, K una constante que depende del
material y E es el campo eléctrico aplicado (no el de la luz).

Efecto Pockels: También se introduce una birrefringencia por medio de un
campo eléctrico externo, pero a diferencia del efecto Kerr, la diferencia de indice de
refraccion resulta proporcional al campo aplicado. Los dispositivos suelen describirse
por la diferencia de potencial eléctrico necesario para generar una lamina de media onda
denominada V;,, , resultando:

An = ﬂL 8.7.4
12
El valor de V,, depende del material, la longitud de onda y la geometria del
mismo. Este fenomeno aparece en cristales sin centros de inversion, en los que la
aplicacion de un campo externo da lugar a deformaciones que inducen la
birrefringencia. El campo eléctrico puede ser transversal o longitudinal segun el
material y forma de corte del cristal.

Efecto Faraday: aparece cuando se aplica un campo magnético intenso en la
direccion de propagacion de la luz. El efecto es similar al de la actividad optica, pero
con una diferencia sustancial, el campo magnético rompe la simetria entre una onda que
se propaga en su direccion, y una onda contrapropagante. La magnitud de la rotacion de
la polarizacion es proporcional al campo magnético (B) aplicado:

B=VBd 8.7.5
donde d es el espesor atravesado y V' la constante propia del material llamada constante
de Verdet. B se define positivo si es paralelo a k, por lo que el angulo de rotacion
cambia de signo cuando la luz viaja en sentido contrario. Por ejemplo si se disefia su
largo para que el angulo de rotacion sea de m/4, y la luz se refleja con un espejo
nuevamente sobre si misma, en la segunda pasada rotard otro m/4 (no desanda la
rotacion) y da una rotacion neta de /2, quedando perpendicular a la luz incidente. Esta
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propiedad suele utilizarse para impedir que luz reflejada vuelva a la fuente, para lo cual
se agrega un polarizador a la entrada del medio Faraday (problema 8).

8.8. Polarizacion natural

Muchas fuentes de luz, particularmente las fuentes obtenidas por calentamiento
de un material (lamparita, descarga en gases, sol) estdn constituidas por un sinnumero
de emisores independientes que no tienen una direccion de polarizacion preferencial en
la cual emitir. La superposicion de estas emisiones independientes (que pueden ocurrir
en tiempos del orden de 10™*s 0 menores) da lugar a una onda cuya polarizacion fluctia
permanentemente en esos tiempos caracteristicos. Si nuestro detector es mas lento que
dichas fluctuaciones (el ojo promedia durante aproximadamente 0,1s) lo que vemos es
un promedio. Por lo tanto debo expresar el estado de polarizaciéon como:

i EX i(wt—kz+¢,.) 1
E(x,y,z,t) = B = Ae ; o 8.8.1
y
donde 4¢ es una magnitud que varia aleatoriamente con valor medio
<A¢>=0. 8.8.2
Si pasamos esta luz por un polarizador orientado segun el eje x, obtenemos a la salida
. 1 OfE, .
E(x,y,z,t) = Tl = eI % 8.8.3
0 0 E,

Si en cambio utilizamos un polarizador segun y:

- 0 O] E, . _
E(x,y,z,t) = [ 0 1}[ 5 } = A" 8.8.4

y

El valor medio de la intensidad, calculado a partir de 8.4.5 da en ambos casos lo mismo.
(Qué pasa si rotamos el polarizador? Usando 8.5.7

E. . .
{Ex} = (Ey cos0 + Esent)s'= A" @R 40) (cos 0 + el send) 3! 8.8.5
Y r

y si ahora calculamos la intensidad media a partir de 8.4.5

(1)), = VC% 4l = VC% A[cos(0) + & sen(0)[(cos(8) + e sen(0)] 8.8.6

X'

que depende de la diferencia de fase A¢, pero como este valor fluctia rapidamente (de
modo que el detector promedia sobre todos sus valores posibles) se obtiene de la nueva
promediacion:

<<1(l)>T >A¢ = vch 42 <(cos2 (0) + sen’ (0) + 2 cos(8)sen(0) COS(A¢))>A¢ - VC;EM 42

8.8.7
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que notablemente no depende del angulo del polarizador. Esto es porque la polarizacion,
al fluctuar la diferencia de fase, fluctia en su estado, pasando por todas sus
posibilidades, por lo que en promedio solamente la mitad de la energia pasa el
polarizador.

La trasmision de un polarizador si incide luz circularmente polarizada también
es la mitad de la intensidad incidente (ver problema 6), pero el estado es
cualitativamente distinto. Si colocamos una lamina de cuarto de onda adecuadamente
orientada delante del haz circularmente polarizado, a la salida la polarizacion es lineal.
En cambio si lo hacemos delante de luz natural, la polarizacion sigue siendo natural (la
diferencia de fases sigue fluctuando arbitrariamente). Este sencillo experimento permite
discernir entre ambas situaciones.
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Guia 8

1) Una onda inicialmente polarizada segun x y viajando segin z positivo incide en un
polarizador cuyo eje de trasmision forma un angulo A con el eje x, y luego pasa por un
segundo polarizador que forma un dngulo B con el primero. ;Cudl es la expresion de la
onda transmitida en los ejes originales? ;Y en los ejes del segundo polarizador?;Como
son las respectivas matrices que describen al sistema?

(Cual es la intensidad media transmitida por el sistema?

2) Se tiene un polarizador imperfecto con una matriz

{tx g} con ty=1, e<<l y 8<<I.
E 0
a) hallar la matriz del polarizador si forma un angulo 6 con el eje x.

b) Hallar la energia transmitida si se incide con luz linealmente polarizada segun x.

¢) idem b si incide polarizada segln y.

3) Se tienen N polarizadores sucesivamente rotados en angulos 7/(2N), encontrar la
matriz del sistema. Hallar el limite para N tendiendo a oc. Calcular la intensidad
transmitida.

4) Una onda de polarizacion arbitraria incide sobre un espejo plano y se refleja sobre si
misma. (Como escribe la onda reflejada cambiando al sistema z'=-z de modo que
nuevamente se propague segun z positivo. Note que al invertir z, debe invertir algin
otro eje para mantener las orientaciones relativas de los ejes.

(Como es ahora la matriz de un polarizador en este nuevo sistema? ;y una lamina de
onda?

5) Mostrar que el versor para una onda polarizada circularmente solo cambia en una
fase ante una rotacion de coordenadas. ;Cuéanto cambia la fase? Explique.

6) Encontrar la matriz de un polarizador seguido de una ldmina de cuarto de onda
orientada con su eje a un angulo A respecto del eje del polarizador.

(Cual es el estado de polarizacién de la onda transmitida? ;Depende del estado de
polarizacion de la incidente? Explique.

(Calcule la intensidad transmitida en funcion de A?

7) Al sistema anterior se le agrega un espejo que refleja la onda sobre si misma. ;Para
qué angulo A la transmision del sistema a la vuelta es nula y para cual es maxima?

8) Se realizan los siguientes experimentos: entre dos polarizadores rotados un angulo A
se colocan alternativamente un medio con actividad Optica que rota la polarizacién un
angulo B y un rotador de Faraday que también rota ese mismo angulo.

Calcule para cada caso la transmision del sistema y para que valor de B es maxima.

Para ese valor de B se refleja la luz nuevamente sobre el sistema. Calcule ahora la
intensidad devuelta para cada caso. ;En algln caso se puede hacer nula?

9) Se tiene un haz de luz y se quiere conocer su estado de polarizacion (el tipo de
polarizacion y la orientacion respecto de los ejes del laboratorio) realizando
experimentos. Se cuenta con el siguiente material: un detector que mide intensidad de
luz, un polarizador lineal con el eje de transmision paralelo a la mesa dptica (la mesa
sobre la que se trabaja), una lamina de media onda, y una ldmina de cuarto de onda. Las
dos ultimas estdn montadas en soportes que permiten girarlas, y se conoce la ubicacion
de los ejes ordinarios. Describa un procedimiento experimental que contemple todos los
casos que puedan presentarse.
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cNuestro cerebro tiene incluido en su estructura las herramientas necesarias
para entenderse a si mismo?

Capitulo 9
INTERFERENCIA

En este capitulo estudiaremos los efectos que aparecen cuando se superponen
varias ondas en el espacio, dando lugar a méximos y minimos de intensidad debido a
que las mismas suman cada una con su fase, que depende del camino recorrido y por
ende varia entre distintos puntos en que se observa. A menos que se indique lo contrario
estudiaremos ondas escalares o luz linealmente polarizada.

9.1. Caso de estudio: reflexion en una lamina delgada

Observamos la reflexion en una lamina delgada (una fraccion de milimetro) de
un haz proveniente de un laser que ha sido enfocado para tener mayor divergencia de
modo de hacer mas facilmente visible el fenomeno buscado (figura 9.1.1).

pantalla

laser

lamina
delgada

pantalla

Figura 9.1.1: Un haz laser incide enfocado sobre una lamina delgada y su reflexion es
observada en la pantalla. A la derecha una imagen tipica de la pantalla en la que se
observan zonas claras y oscuras.

La luz que llega a la pantalla proviene de las reflexiones en la primera y segunda
cara de la lamina delgada. En distintos puntos de la pantalla la luz de ambas reflexiones
llega luego de recorrer distintos caminos, por lo que la fase de cada uno de los términos
puede ser distinta. Hay entonces dos contribuciones al campo eléctrico en cada punto,
E| proveniente de la primer cara y E; proveniente de la segunda. EIl campo total sera la
suma de ambos y vendra dado por:

E=E,+E,= A" + 4,e"™* = ¢ (46" + 4,¢* ) 9.1.1
y la intensidad media sera proporcional al modulo del campo al cuadrado que vale:

B = (e + e N ™ + ™ )= 47 + 47 +24,4, cos(dy — ) 012

Y segun sea el valor de la diferencia de fases (¢;-¢») sera distinta la intensidad. A este
fenomeno en el cual al superponer dos campos se producen diferencias de intensidad
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segun la fase relativa se lo denomina interferencia. El valor madximo corresponde al caso
en que ambas componentes lleguen en fase, el coseno vale 1 y da:

E[ =(4,+4,) 9.1.3
y el minimo cuando el coseno vale —1, estan en contrafase y vale:
E[ =4 -4, 9.1.4

Y este resultado explica las zonas claras y oscuras observadas en el experimento.

9.2. Detectores cuadraticos, batidos y coherencia

Cabe preguntarse porqué no se observa permanentemente este fenémeno al
superponer luces de distintas fuentes. Para ello analicemos en primer lugar qué ocurre si
las dos ondas superpuestas son de distinta frecuencia:

E=E +E, = Alei((olt+¢l) +A2€i(wzt+¢2) =ei(m+$)(Alei(sz+A¢) _I_Aze—i(AwHA;ﬁ)) 921
Y si nuevamente promediamos, ahora sobre un tiempo 27 /@ , la intensidad queda:
|E[ = 4> + A2 + 24,4, cos(Aat + Ag) 9.2.2
El término de “interferencia”ahora oscila en el tiempo a la frecuencia diferencia.
Si en vez de promediar en un periodo de la portadora 27 /@ , promediamos tiempos
mayores que el periodo del batido, este término promedia a cero. Si la frecuencia
diferencia es suficientemente pequefia, se podra observar el batido. Por lo tanto el
tiempo de observacion es vital para determinar qué vemos. El ojo promedia en tiempos
del orden de O0,ls, fotodiodos (detectores de luz semiconductores) promedian
tipicamente entre 1pus y 1ns (hay fotodiodos que llegan a 10ps). Un obturador mecénico
del orden de 1ms. Por otro lado la frecuencia de la luz es del orden de 10" Hz. Por lo
que aun en los detectores mas rapidos se promedian muchos miles de ciclos.

Otra manera de ver la falta de monocromaticidad es pensar que la fase de la onda
flucttia en el tiempo. En el caso visto la fase varia linealmente con el tiempo

O =Ag+Awt 923
pero podria ocurrir que el término en A¢ a su vez fluctue. El efecto seria el mismo, si

promediamos en tiempos mayores que el de fluctuacion, la contribucion del término de
interferencia se hace cero, si el tiempo es por el contrario mucho més corto, se lo puede
observar.

De lo anterior se concluye que si deseamos ver el fendmeno de interferencia
cuando iluminamos con dos fuentes independientes es necesario mantener sus
frecuencias muy estables e iguales, jsi el detector es el ojo debo estabilizarla en 14
cifras! A la relacion de fase fija entre dos fuentes se la denomina coherencia.

El mismo problema surge con distintos puntos de una fuente extensa como por
ejemplo una lampara. Cada punto emite en forma independiente, es decir no hay
coherencia espacial. Por ello no se observa interferencia permanentemente en cada
situacion de iluminacion. El caso del laser es diferente, ya que la emision no se produce
de manera espontanea desde cada 4&tomo o molécula, sino que es estimulada por la luz
que les llega. En la emision estimulada, la emision se produce en fase con la
estimulacion, y la radiacion desde los distintos puntos es coherente.
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En el caso de fuentes de sonido, ondas de radio u otras fuentes de menores
frecuencias a la de la luz, es posible en general controlar simultdneamente la amplitud y
la fase de la onda emitida. En estos casos es facilmente implementable obtener fuentes
independientes coherentes. En el caso de la luz y frecuencias mayores (UV, rayos X) es
conveniente utilizar trucos para obtener el efecto de dos fuentes a partir de una sola.

Una manera es dividir el frente de ondas como se indica en la figura 9.2.1-a. La
onda proveniente de una sola fuente es obstruida parcialmente por medio de pantallas
opacas con aberturas, de modo que cada abertura se convierta en una nueva fuente.
Como cada abertura emite una onda en fase con la onda incidente, de este modo las dos
aberturas tienen una relacion de fase bien definida.

El otro método es dividir la amplitud de la onda, reflejando parte de la misma y
transmitiendo el resto, como se indica en la figura 9.2.1-b. Veremos mas adelante
dispositivos basados en estos dos trucos, antes analizaremos algunos casos particulares
de interés..

2)) li%% ‘

figura 9.2.1 Dos métodos para generar dos ondas coherentes entre si a partir de una sola
fuente. a) division del frente de ondas (aberturas) b) division de amplitudes (espejo
semitransparente).

\j

9.3. Interferencia entre dos ondas planas

Supongamos que dos ondas planas de igual frecuencia se propagan con su vector
de onda formando angulos 0 y -6 respecto del eje z como indica la figura 9.3.1. En cada
punto del espacio la diferencia de fases entre ella sera distinto, por lo que en una
pantalla ubicada como se indica se veran zonas claras y oscuras (interferencia).
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NY

figura 9.3.1 Dos ondas planas de vector de onda k; y k» interfieren en todo el espacio.
Se observa la intensidad en una pantalla perpendicular al eje z. Las lineas paralelas
corresponden a planos de igual fase de cada una de las ondas.

Si tomamos como eje x al contenido en el plano, las ondas no tendran
componente y del vector k. Se escriben como:

El =A1el(a)l‘—kzz+kxx+¢1)
E, =Azei(a)t—kzz—kxx+¢2) 9.3.1

La intensidad se obtiene del mddulo al cuadrado del campo, que de 9.1.2 queda:
E[” = A2 + 43 + 2.4 4y cos(2kx + ¢y — ) 9.3.2
que tiene maximos cada vez que el coseno vale 1 y minimos cuando vale -1, o sea:
2k Xpax +H — P =2mx 933
2k Xmin +9 —H =Cm+ D7 934

con m entero. Se obtienen maximos y minimos que son planos a valores de x constantes.

En la pantalla se observan franjas claras y oscuras paralelas al eje y. La distancia entre

maximos o minimos es idéntica (Ax) y se obtiene de restar dos posiciones consecutivas:
2k, Ax =21 9.3.5

y poniendo £, en término del &ngulo Ay la longitud de onda A:

Ax = 4
2sen(0)

9.3.6

El minimo espaciamiento entre franjas (interfranja) ocurre para el maximo valor
del seno, o sea cuando las ondas son contrapropagantes (onda estacionaria). En este
caso la interfranja vale media longitud de onda. Cualquier valor mayor es posible
ajustando el angulo de propagacion.
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Los valores de intensidad maximo y minimo estan dados por las ecuaciones
9.1.3y 9.1.4 y la visibilidad de las franjas (o contraste) se define como la semidiferencia
dividida por el valor medio (o equivalentemente la diferencia dividida la suma):

2 2
_ ‘E‘max _‘E‘min _ 2414, 934
EP +[ER. AP+ 43
max min

que toma su valor maximo C=1 cuando ambas amplitudes son iguales y el minimo
cuando una de las amplitudes es cero.

9.4. Interferencia entre dos ondas esféricas (fuentes puntuales)

Analizaremos ahora otra situacion particular cual es la de dos fuentes puntuales
que emiten sendas ondas esféricas. Los campos resultantes en todo el espacio se
escriben como suma de las siguientes dos contribuciones:

E = éei(wz—kr]—m
n
94.1

E2 _ A2 ei(wt—krz—¢2)

= -
donde las distancias estan definidas en la figura 9.4.1.
Nuevamente usando la ecuacion 9.1.2 podemos determinar los puntos en que la

intensidad es mdxima (interferencia constructiva) y aquellos en que es minima
(interferencia destructiva). La expresion resulta:

» A 4] A4
B =+ 5+ 2 coslk( =) + = ] 942
n r hr,

Para hallar los maximos y minimos habria que derivar respecto de la posicion de P e
igualar a cero. Si las distancias son grandes respecto de la longitud de onda, ¢l
coseno varia mas rapidamente que las inversas de », y los maximos y minimos estaran
muy cerca de los puntos en que el coseno vale respectivamente 1 y -1, o sea:

k(=) s + 01— =2m7 9.4.3

k(N=r)min+& —h =Cm+1)x 9.4.4
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\J

¢

S B )

figura 9.4.1 Dos fuentes puntuales emiten sendas ondas esféricas. Se calcula la
interferencia en un punto arbitrario P.

y en funcién de la longitud de onda:

(5, = 1y = A+ (4, —¢2>Zi 945
T
(rl _r2)min = (m+%)/1+(¢1 _¢2)% 94.6

Estas dos ecuaciones describen superficies que cumplen con la condicion de que
la diferencia de distancia a dos puntos fijos (focos) sea una constante. Esta es la
definicidn del hiperboloide de revolucion. En el plano de la figura son hipérbolas, las
fuentes son los focos de las hipérbolas y por la simetria del problema la superficie debe
ser invariante ante rotaciones alrededor del eje que une las dos fuentes. Esto se ilustra en
la figura 9.4.2.

Es sencillo calcular los puntos en que los hiperboloides cortan al eje de las
fuentes (z). En este eje y entre las dos fuentes (cuidado con los signos de los modulos)
es:

d d

(rl _rz)max = (__Zlnax)_(_+zmax) :_zzmax = mj“+(¢1 _¢2)i 94.7
2 2 2z

que coincide con la expresion para ondas contrapropagantes con la salvedad de que sélo
vale en el segmento entre las dos fuentes. En las semirrectas a izquierda de la fuente
izquierda y derecha de la fuente derecha las ondas son copropagantes, y no hay
maximos y minimos de interferencia, la diferencia de fases es constante en estas
semirrectas.
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figura 9.4.2. Hiperboloides de revolucion con focos en las fuentes (corte xy).

Si observamos las figuras de interferencia en una pantalla perpendicular al eje de
las fuentes, por la simetria de revolucion veremos circunferencias claras y oscuras. Si
cortamos con una pantalla paralela a dicho eje (por ejemplo paralela a la hoja), veremos
hipérbolas con focos comunes.

9.5. Interferencia entre dos fuentes puntuales en aproximacion paraxial

Analizaremos dos situaciones limite, lejos de las fuentes en la direccion
perpendicular al eje y lejos en la direccion del eje que une las fuentes. El primer caso se
ilustra en la figura 9.5.1

\
\j

T L -
figura 9.5.1: andlisis de la interferencia en un plano perpendicular a las fuentes.

Aproximaremos las coordenadas del punto de andlisis (P) a segundo orden
(aproximacion paraxial):
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4V 2
nt Ty Ty
n=-|x-— +y2+L2;L+— 9.5.1
2 2L
d 2 2
d 2 x+5 +y
= x+ = +y2+L2;L+— 952
2 2L
y queda a segundo orden en las coordenadas transversales (x,)):
n—r = —xd 953
L

Esta aproximacion es equivalente a suponer que el punto es tan lejano que los vectores
;i y P son paralelos. De 9.4.5 y 9.4.6 las posiciones de los maximos y minimos son

mAL
xmax =0
d
9.54
_(m+ )AL
min d

Quedan franjas rectas de maximos y minimos equidistantes. Comparando con la
figura de los hiperboloides, corresponde a mirar en la zona central, en que las hipérbolas
se aproximan a rectas.

En la expresion 9.4.2 en esta aproximacion queda:

» A A7 A A kdx
o = e G2 e e 4 7

donde ademas se ha aproximado la distancia en la expresion de la amplitud por una
constante, del mismo modo que hicimos al hacer la aproximacion paraxial para el
estudio de ondas esféricas. Y en el caso en que las dos amplitudes son iguales:

A° kd. 44° kd.
2 X X
|E| = 27|:1+ COS(T+¢1 —¢2j:| = L2 COSZ(E+¢1 —¢2j 9.5.6

que en los minimos llega a cero y en los maximos cuadruplica la intensidad de cada
fuente.

El truco de la lente:
Ya que estamos en la aproximacion paraxial podemos aprovechar las lentes para

mejorar el esquema experimental haciendo que converjan a un mismo punto en la
pantalla los rayos que efectivamente son paralelos (figura 9.5.2). Esto permite relajar a
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condicién sobre la distancia a la que debo ubicar la pantalla, que ahora debe ir en el
plano focal de la lente.

\J

f

figura 9.5.2: con la pantalla ubicada en el plano focal de la lente, rayos paralelos
convergen al mismo punto y la diferencia de caminos resulta A.

Analizando la figura 9.5.2 vemos que si una onda plana incide en la lente
formando un 4ngulo 6, se focaliza en el punto P. Por lo tanto los caminos 6pticos (las
fases divididas el nimero de onda) AP y CP son iguales. La diferencia entre AP y BP es
entonces:

BC = A =dsen(0) 9.5.7
expresion que coincide con 9.5.3 dentro de la aproximacion de angulos pequefios.

Si en vez de ubicar la pantalla en el foco imagen de la lente, ubicamos las
fuentes en el foco objeto, cada onda esférica sera transformada por la lente en una onda
plana, y convertimos el problema en el analizado en el punto 9.4. de dos ondas planas
propagandose en angulo. El angulo de propagacion sera

tan(@) =~ = X 9.5.8
2f L

El otro caso particular es analizar la figura de interferencia con la pantalla
ubicada perpendicular al eje que une las fuentes. Esta situacion se ilustra en la figura
9.5.3, en la imagen superior. Como se discutid se obtienen circunferencias con maximos
y minimos sucesivos. La aproximacion paraxial se puede hacer del mismo modo que
antes, o utilizando el truco de la lente (figura 9.5.3 inferior). En este caso las fuentes no
pueden ir ambas ubicadas en el plano focal por lo que es necesario optar por ubicar la
pantalla en el plano focal imagen. La diferencia de caminos es ahora

AC = A =dcos(6) 9.5.9

y los maximos apareceran para los angulos que satisfagan:
KA+ ¢ — ¢, =m2n 9.5.10

0O s¢ca:
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cos(@) = = 9.5.11

2d kd

En este caso las franjas no quedan equiespaciadas.

figura 9.5.3: Interferencia en una pantalla colocada perpendicular al eje que une las
fuentes. Superior: en aproximacion paraxial con la pantalla lejos de las fuentes. Inferior:
usando el truco de la lente y la pantalla en el plano focal.

9.6. Interferometros. Young y Michelson

Hasta ahora hemos discutido los experimentos de manera conceptual con fuentes
idealizadas. Hemos mencionado el problema de la coherencia y la necesidad de generar
las dos fuentes a partir de una sola. Hay muchas maneras distintas de lograrlo, y cada
configuracién particular recibe el nombre de su inventor. Veremos a modo de ejemplo
uno de cada tipo.

Interferometro de Young:

Es un caso de division del frente por medio de aberturas. Se lo ilustra en la figura 9.6.1.
Dos ranuras muy préximas son iluminadas por una unica fuente. Las ranuras pasan a ser
ahora fuentes secundarias de ondas que interfieren en la pantalla. Si ilumino con una
onda plana con el frente de ondas coincidente con la pantalla las dos ranuras estaran en
fase y emitiran sendas ondas aproximadamente cilindricas. El calculo para la
aproximacion paraxial se puede hacer igual que para la figura 9.5.1 o se puede usar el
truco de la lente presentado en la figura 9.5.2. Los resultados son idénticos a los ya
presentados.
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figura 9.6.1. Interferometro de Young. Una fuente ilumina dos ranuras paralelas que
pasan a ser fuentes secundarias que interfieren en la pantalla.

Si las rendijas son iluminadas con una onda plana incidiendo en angulo, habra
un desfasaje inicial entre las dos ranuras dado por el retardo del frente de ondas en
llegar a la ranura mas lejana (ver problema 9).

Interferéometro de Michelson:

Este interferdmetro utiliza un espejo semitransparente para dividir amplitudes.
El esquema es ilustrado en la figura 9.6.2. La luz de la fuente es dividida por el espejo
semitransparente ST (también llamado divisor de haz). La luz reflejada incide en el
espejo E2 como si viniese de la imagen I, y vuelve sobre si misma luego de recorrer dos
veces la distancia L, (ida y vuelta) como si viniese de la imagen I,’. La luz transmitida
por ST incide en el espejo E1 y vuelve como si proviniese de la imagen I, habiendo
recorrido dos veces L. Al reflejarse en ST va hacia la pantalla como si proviniese de la
imagen [;'. La diferencia de caminos recorridos a lo largo del eje, y por ende la
distancia entre las dos fuentes imagenes vistas desde la pantalla es:

A=2L L) 9.6.1

pero ademads de estas distancias hay que tener en cuenta que la fase puede cambiar en la
reflexion en los espejos o en la transmision de ST. Por lo tanto para determinar la figura
de interferencia hay que suponer dos fuentes puntuales con amplitudes y fases dadas
por:

E = At rre *PhE, 9.6.2
E, = Ar,nt,e **"E, 9.6.3

donde Er es la onda esférica emitida por la fuente, ry y ry’ son los coeficientes de
reflexion del espejo semitransparente desde cada lado (difieren en la fase), ty es el
coeficiente de transmision y r; y 12 los coeficientes de reflexion de los espejos E1 y E2
respectivamente. El sistema se redujo a la interferencia presentada en el punto anterior
para la pantalla perpendicular al eje de las dos fuentes, pero hay que tener en cuenta las
fases adicionales que surgen de las reflexiones.
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2L+, E2

.|1

Figura 9.6.2: interferometro de Michelson. La luz proveniente de la fuente F es dividida
por el espejo semitransparente ST y cada brazo es reflejado nuevamente por sendos
espejos E1 y E2. Visto desde la pantalla la luz parece provenir de las imagenes I, e I;’.

Los interferometros son utilizados para medir con alta precision longitudes de
onda de fuentes de luz o distancias a partir de una fuente conocida. El interferometro de
Michelson esté particularmente difundido para comparar longitudes de onda. Para ello
se mide el nimero de franjas de interferencia que pasan por un detector ubicado en el
eje para la onda conocida y la desconocida mientras se barre la distancia de una de los
brazos una distancia L. El nimero de maximos que pasaron no depende de las fases con
que reflejan los espejos, ya que se estd calculando una diferencia y se cancelan. Si pasan
M franjas de la fuente 1 y N de la fuente 2, es:

2L =MA, = N4, 9.6.4
con lo que
A, = Mﬁl 9.6.5
N

y el error de la medicion proviene de que no se cuentan fracciones de franjas, o sea que
AM =+1 AN =0 9.6.6

y el error en la longitud de onda es:

A, = i-ﬁ-ﬂz A =£ﬂ,l L+L =4, i+ﬁ 9.6.7
N N N M N 2L 2L

0 mas compacto

Ay A+
A, 2L

9.6.8
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por lo que el error relativo en la determinacion de la longitud de onda decrece con el
largo del barrido. Un barrido de 1m de uno de los brazos y para longitudes de onda del
orden de 500nm da un error menor a una parte por millon. Escrita en término del
nimero de onda k, la expresion 9.6.8 queda:

LAk ~ 27 9.6.9

que es un resultado fundamental comun a todos los interferdmetros y sobre el que
volveremos mas adelante.

Un uso alternativo de este interferometro seria medir distancias conocida la
longitud de onda. En este caso si pasan M méaximos de interferencia la distancia barrida
es:

L=MA 0.6.10

y el error en la longitud es de una longitud de onda. Este error se puede disminuir atin
mas si en vez de contar médximos medimos la sefial en funcion de la posicion y
ajustamos la expresion teodrica. Se pueden medir de esta manera fracciones de longitud
de onda.

Incidiendo con ondas planas

Si en el interferometro de Michelson incidimos con ondas planas en vez de
ondas esféricas, lo que podemos hacer simplemente poniendo la fuente puntual en el
plano focal de una lente, el problema se reduce no al de dos imégenes puntuales sino al
de dos ondas planas. Si el interferometro esta perfectamente alineado, con el divisor de
haz a 45grados y los dos espejos perpendiculares entre si, las dos ondas planas salen
colineales y tendremos maximos o minimos en la potencia reflejada segun sea la
diferencia de fase. Barriendo el largo de un brazo pasamos entre maximos y minimos
sucesivamente. La conservacion de la energia requiere que si la luz no sale hacia la
pantalla (figura 9.6.2) debe estar volviendo a la fuente y viceversa. Si uno de los espejos
es desalineado ligeramente las ondas saldran formando un dngulo y se veran las franjas
de interferencia de ondas planas no colineales.

9.7. Visibilidad de las franjas y coherencia

Hemos supuesto hasta ahora que la fuente era monocromatica para hacer
nuestras cuentas. Una fuente monocromatica requiere que la amplitud sea contante para
todo tiempo y la fase también, cosa no realizable en la practica. ;Qué pasa si en realidad
tenemos una superposicion de un continuo de frecuencias? Ya vimos en 9.2 que si hay
una leve diferencia entre dos frecuencias que observemos el batido depende del tiempo
de integracion del detector. Analizaremos el caso extremo de un detector infinitamente
lento (por ejemplo una placa fotografica). Vimos en 9.2 que en este caso frecuencias
distintas no interfieren entre si (el batido se promedia a cero) y simplemente se suman
las intensidades. Entonces si el campo es la suma de las contribuciones de muchas
frecuencias ayla intensidad resultante sera la suma de las intensidades /;=/(®;). Cada
una de ellas es resultado de la interferencia de sus dos réplicas producidas en el
interferometro. Ejemplifiquemos con un Michelson que da sus dos amplitudes iguales,
sera entonces:
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I, =1,,(1+cos(Ag, +2k,AL)) 9.7.1

donde 7 es la intensidad incidente en el interferémetro (supuesto sin pérdidas).
Escribiendo la diferencia de caminos en término del tiempo de transito como:

k2L =20 o 2L -
C C

La intensidad total, que, si promediamos a tiempo infinito, es la suma de las
intensidades, quedara:

O.T 9.7.2

1

1=)"1,=>1,(1+cos(Ad, + 0,7) =D 1,y +D 1,y cos(Ag, +®,7) 9.7.3

El primer sumando del ultimo término es la intensidad total incidente y el segundo, que
es una funcién de 1, es la transformada de Fourier de cosenos de /). Este segundo
término es el que da la figura de interferencia, y sabemos de las transformadas de
Fourier que hay una relacion entre la duracion en el tiempo (1) y el ancho de banda
utilizado para construirlo, que es:

AwAt =21 9.7.4

que nos indica que la figura de interferencia va a tener su maxima visibilidad en la
region en que la diferencia de tiempo de transito sea menor que la inversa del ancho de
banda. Si deseamos una figura de interferencia visible en una region mas amplia es
necesario usar luz mas monocromatica.

Otra manera de ver lo que ocurre es pensar que la interfranja (distancia entre
maximos) depende de la longitud de onda. Si en un punto todas las frecuencias
coinciden en dar un maximo, a medida que me alejo de dicho punto los maximos se
superponen cada vez menos, hasta que finalmente se desdibujan (un color da méximo
donde otro da minimo) y se pierde contraste. Esto se ilustra en la figura 9.7.1 donde se
graficaron superpuestas las figuras de interferencia correspondientes a 5 frecuencias
proximas y luego la figura resultante de la suma de ellas. Se ve que alejandose del
centro las distintas figuras dejan de superponerse entre si 'y se van desdibujando las
franjas en la suma. En la tercera figura se ilustra el caso en que hay una superposicion
continua de frecuencias préximas en vez de un niimero discreto.

Al tiempo de retardo maximo en que se mantiene una visibilidad apreciable de
las franjas de interferencia se lo denomina tiempo de coherencia de la fuente y no es
otra cosa que la inversa de su ancho de banda. La distancia que recorre la luz en ese
tiempo se denomina longitud de coherencia.
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9.8. Interferencia entre N fuentes puntuales

Hasta ahora analizamos el caso en que se superponen solamente dos fuentes.
Veremos ahora algunos casos en que el nimero de fuentes es mayor. A mayor namero
de fuentes es de esperar una estructura de la figura de interferencia mas compleja. Habra
puntos en que interfieran constructivamente algunas y destructivamente otras, segun las
respectivas fases con que llegan. No necesariamente hay puntos en que todas estdn en
fase. Como caso mas simple, a fin de ilustrar algunos nuevos hechos relevantes
analizaremos el caso de N fuentes idénticas equiespaciadas (figura 9.8.1).

A

figura 9.8.1 N fuentes idénticas equiespaciadas que emiten en fase. Se puede utilizar el
truco de la lente u observar a grandes distancia. d: distancia entre fuentes consecutivas.
A: diferencia de caminos entre fuentes contiguas al observar en la direccion dada por 0.

Analizaremos solamente lo que ocurre en el plano de la figura (xz). Este caso se
puede analizar en dos situaciones, en la aproximacion paraxial con una lente u
observando a grandes distancias, de modo de considerar los rayos que interfieren como
paralelos. En los dos casos la diferencia de caminos entre fuentes contiguas es:

A = dsen(0) 9.8.1

Si numeramos las N fuentes desde 0 hasta (N-1), la diferencia de caminos entre la
fuente m y la 0 es m veces la expresada en 9.8.1. La diferencia de fase asociada es:

¢, = mkdsen(0) = mg, 9.8.2

y el campo en el punto P serd la suma de las N contribuciones:

N-1 N-1
E,= el(wf*kLcomm,)zAel¢m — el(w’*ﬂcnmun)Azelm% 983

i=0 i=0

Debemos pues resolver esta sumatoria, que se puede escribir como:
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N
N-l N-1 —igyN —i—— [ _in GoN
E:eimgﬁo:z:(e_i%)m:elo —1:€ 2 (614—614 0.8.4
i=0 =0 e 1 T2 (e*"ﬁo/z _et¢o/2)

que puede escribirse como un cociente de senos, por lo que en 9.8.3 queda:

~sen(g,N/2)

E,= A Peom
sen(g, /2)

9.8.5

donde se han agrupado todos los términos de fase en uno comun. La intensidad sera
proporcional al moédulo al cuadrado, obteniéndose:

|2 _p sen®(¢,N/2)

E
£ sen* (g, /2)

9.8.7

En la figura 9.8.2 se grafica para el caso de N=3 y N=7. Se observa que a mayor
numero de fuentes se obtiene mayor intensidad y picos mas angostos.

50
— N=3

— N=7

45| 1

40} 1
35| 1
30} 1
25| 1
20} 1
15} |
10} 1
0

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 9.8.2. Interferencia entre 3 y entre 7 fuentes.

Analizando la expresion 9.8.7 observamos que el denominador es periddico en
@y (se repite cada 7) y el numerador se repite con una frecuencia N veces mayor. Por lo
tanto el cociente es periddico cada vez que ¢y varia en 7. Los valores maximos los toma
cuando se anula el denominador (también se anula el numerador), y los minimos (que
valen cero) ocurren cuando el numerador se anula y no se anula el denominador. El
maximo es pues:

: 2
Ef=a (W] = A*N? 9.8.8
¢y = 0\ sen”(¢4,/2)
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que ocurre cuando:

3 _ kdsen(6) o

9.8.9
2 2
o0 equivalentemente:
dsen(0) = mA 9.8.10

o sea cuando la diferencia de caminos entre fuentes consecutivas es un numero entero
de longitudes de onda. Al numero m se lo denomina orden del pico de interferencia. La
dependencia de la energia con el nimero de fuentes (9.8.8) da un resultado esperable,
todas las contribuciones son en fase, tengo N veces la amplitud de cada una, y la
intensidad crece N veces la de una fuente.

Con un analisis similar podemos encontrar el primer minimo después del
maximo y asi estimar el ancho de cada pico (son todos iguales si los expresamos en ¢ ).
El primer minimo se obtiene cuando se anula el numerador en 9.8.8, que es cuando el
argumento del seno vale

4N
2

9.8.11

que es N veces menor que la distancia entre maximos. O sea que al incluir mas fuentes
la intensidad crece cuadraticamente con el numero de fuentes y el ancho del pico
decrece linealmente. Esto es razonable pues la energia total debe crecer linealmente con
el nimero de fuentes.

Del analisis de las expresiones 9.8.8 y 9.8.11 se ve que, como se dijo, los
maximos ocurren cuando las fuentes vecinas estan en fase, y los minimos cuando estan
en fase recién la fuente 0 con la &V, o sea cuando la primera esta en contrafase con la del
medio, la segunda con la siguiente y cada fuente de una mitad interfiere
destructivamente con una de la otra mitad.

Cabe notar también que como el seno tienen valor maximo 1 y minimo —1, los
valores posibles del entero m en 9.8.10 estan acotados por:

Smﬁi 9.8.12
A

RS

o equivalentemente que la maxima diferencia de caminos posible entre fuentes
sucesivas es la distancia entre fuentes.

Como la posicion de los maximos depende de la longitud de onda, es posible
utilizar un interferémetro de este tipo para determinar las frecuencias presentes en una
dada fuente de luz. Un instrumento utilizado con estos fines se denomina espectrometro.
En tal caso en necesario determinar cuan separadas deben estar dos longitudes de onda
(o dos frecuencias) para que el instrumento detecte dos picos separados y nos permita
resolver la amplitud de cada componente. Para ello hay que comparar la separacion
entre los dos picos con el ancho (figura 9.8.3). Si tenemos dos longitudes de onda A; y
A2 , sus picos estaran ubicados en sendos angulos 6,y 6, tal que:
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sen(6,) — sen(6,) = m@ 9.8.13
y de 9.8.11 el ancho del pico es:
A
Asen(0) =i 9.8.14

donde no distinguimos cual de las dos longitudes de onda usamos ya que son muy
proximas y solo estamos estimando el error. Deseamos que para poder distinguir
(resolver) los picos 9.8.14 debe ser menor que 9.8.13, o sea:

4 mA—/1 9.8.15

—<

Nd d
que podemos escribir como:

1 Al

_— < _

Nm A
que nos dice que el error relativo depende del orden y del nimero de fuentes de manera
inversamente proporcional.

Podemos analizar esto de otra manera y llegaremos a una expresion
conceptualmente mas rica. Dividiendo por la longitud de onda en 9.8.16 queda:

9.8.16

L A _Ak 9.8.17

—_— < — =
NmAi A 2«

y el denominador del primer término no es otra cosa que la diferencia de caminos
opticos entre la primera y la ultima fuente (entre consecutivas es mA) que llamaremos
AL, con lo que obtenemos nuevamente la expresion:

AKAL > 27 9.8.18

Que nos dice que la maxima diferencia de caminos del interferometro determina la
resolucion espectral.
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100 T T

—— frecuencia 1
90 —— frecuencia 2 ||
— suma

intensidad

Figura 9.8.3: Se ilustran las figuras de interferencia (intensidad en funcion de la
posicion) debidas a dos fuentes de distinta frecuencia (lineas partidas) y la suma de
ambas (linea llena). Se observa en la suma que con esta separacion entre picos apenas se
distingue la existencia de dos frecuencias, para una separacion menor los dos picos se
confunden en uno solo.

9.9. Interferometro de Fabry Perot

Este es otro ejemplo muy difundido de un interferémetro en que se utilizan
muchas copias de una misma fuente. El esquema es ilustrado en la figura 9.9.1 y
consiste en dos espejos semitransparentes orientados paralelos entre si y perpendiculares
a la direccion de incidencia de la onda. Analizaremos el sistema asumiendo que inciden
ondas planas monocromaticas.

espejo 1 espejo 2
t t'=t
—1 > —t >

2] (S

< |
t'=t
47

L

Figura 9.9.1 Esquema de un interferometro Fabry Perot. Dos espejos paralelos son
ubicados a una distancia L. Se indican los coeficientes complejos de reflectividad (r, )
y de transmision (t)

La onda incide desde la izquierda, parte se refleja en el primer espejo y parte se

transmite. La onda transmitida a su vez parcialmente se refleja en el segundo espejo y
vuelve. La parte transmitida en el primer espejo interfiere con la primera reflexion, y la
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parte reflejada con la primera transmision. Es necesario entonces sumar las infinitas
reflexiones con las ondas que ahora son de distinta amplitud (en cada reflexion se pierde
algo) y con distintas fases (en el viaje de largo 2L y en las reflexiones cambian las
fases). Es de esperar que si en una vuelta completa dentro del interferometro (entre los
espejos) el desfasaje es un multiplo de 27, la interferencia entre las infinitas reflexiones
dara un méximo de transmision. Una pequena diferencia en la fase se ird acumulando en
sucesivos pasajes dando lugar a una transmision sensiblemente menor. Por lo tanto este
dispositivo debe tener una transmision fuertemente dependiente de la longitud de onda.

Para calcular este efecto en lugar de sumar las infinitas reflexiones, vamos a
buscar la solucién estacionaria autoconsistente, con la siguiente estrategia: luego de
infinitas reflexiones se establece una solucion estacionaria en que hay una onda
incidente desde la izquierda, una onda viajando a derecha dentro del interferometro, una
onda viajando a izquierda, una onda reflejada en el interferémetro y una onda
transmitida. Estas cinco ondas se indican en la figura 9.9.2.

espejo 1 espejo 2
) ) -
2 E, Ey)
R — —_—>
E(+) E(+)
470 417
ZV
L

Figura 9.9.2. Ondas propagantes establecidas en la solucion estacionaria. El
supraindice (+) indica que viaja a izquierda y el (-) que viaja a derecha. Los indices 0, 1
y 2 indican la region del espacio en que estan definidas.

La expresiones para las cinco ondas seran:

E{) = A" 9.9.1
E!7 = Be'™ ™™ 9.9.2
E[" = Ble" 9.9.3
E) = A 9.9.4
E) = Ce'™ ™ 9.9.5

Los coeficientes A, A’,B, B’ y C son complejos, y sus amplitudes y fases deben
salir de las condiciones de borde, planteadas en término de los coeficientes de reflexion

y transmision. La primera condicién en el primer espejo es que la onda E\” proviene
de la interferencia de la onda transmitida y la reflejada:

EF©0)=tES(0)+ " EF(0) 9.9.6
La segunda condicion es que la onda E.” es la interferencia de la reflejada con la
transmitida desde adentro:
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Eg"(0) = rE;” (0) + £, (0) 9.9.7
Estas dos condiciones se obtienen con la onda evaluada en z=0. Para el segundo espejo

se hace un razonamiento similar, ahora con las ondas evaluadas en z=L y teniendo en
cuenta que no incide onda desde la derecha:

EP(L)y=rE (L) 9.9.8
EX (L) =tE7 (L) 9.9.9

Usando las cinco definiciones 9.9.1 a 9.9.5 en estas cuatro condiciones se
obtienen cuatro ecuaciones algebraicas:

B=tA+r'B' 9.9.10
A'=rA+1tB' 9.9.11
B'e™ = y'Be 9.9.12
Ce ™ = tBe ™ 9.9.13

El coeficiente A es dato y las cuatro incognitas son B, C, A’y B’. Como el sistema es
lineal, todos ellos deben resultar proporcionales a A. Remplazando B’de 9.9.12 en
9.9.10:

B =tA+r'"* Be 9.9.14

de donde obtenemos B:

B=ﬁ 9.9.15
yen 9.9.12 da |

B':% 9.9.16
y 9.9.15en 9.9.13 da:

C=ﬁ 9.9.17

Con este resultado podemos calcular la transmision buscada de la intensidad
incidente:

_ld_ i

= . . 9.9.18
|A|2 (1 _ ry2 e—21kL )(1 _ l"'*2€2lkL)

Para simplificar esta expresion es conveniente escribir explicitamente los coeficientes
de reflexion y transmision como:

9.9.19
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y definiendo:
¢ =2kL -2« 9.9.20

9.9.18 queda:
el _ f -y
|A|2 (A=rle™)A-re"?) [l+r' —2r] cos(d)]

9.9.21

donde hemos utilizado que la intensidad se conserva por lo que la transmision mas la
reflexion en un unico espejo debe dar la intensidad incidente, es decir:

P 9.9.22

esta expresion vale pues no se ha cambiado de medio en la transmision y el area del haz
se mantiene. En una refraccion, al cambiar el angulo, no se conservan las areas
transversales y por lo tanto la conservacion de la energia no implica conservacion de la
intensidad.

Reagrupando términos en 9.9.21:

1_ 2\2
= 2( 2r;)1 - " ! 9.9.23
—_ + —
{( r()) r()[ COS(¢)]} 1+(1_’;:;2)2 Sen2(¢/2)
Definiendo:
__4 9.9.24
(1-r2)? o
la transmision del Fabry Perot queda:
= 12 9.9.25
1+ Fsen™(¢/2)

Esta expresion es obviamente periddica en ¢ y ha sido graficada en la figura 9.9.3 para
F=10 y F=100. Toma el valor médximo T=1 cuando se anula el seno, o sea cuando:

%sz—a=m7r 9.9.26
o equivalentemente:
—mi 9.9.27
2 2z

0 sea que se repite un maximo cada vez que la cavidad se incrementa en media longitud
de onda.
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Figura 9.9.3. Transmision de un Fabry Perot para distintos valores de F.

También se puede mirar el grafico pensando que se varia la longitud de onda, en este
caso se encuentra un nuevo maximo cada vez que se incrementa m en una unidad y se
reduce la longitud de onda proporcionalmente. Si A; y A, son dos méximos consecutivos
de orden m y m+1, es de 9.9.27
mA, =(m+1)A4, 9.9.28
que da:
A

2
m

A=2—-2, = 9.9.29

que es la separacion espectral de dos longitudes de onda en las que se producen

maximos consecutivos a largo del interferometro constante. Se puede observar que

dicha separacion, llamada rango espectral libre, es menor cuanto mayor es m, o sea

cuanto mayor es el largo del interferometro ya que es
2L

A

m 9.9.30

Si la reflectividad de los espejos es grande (cercana a la unidad) el valor de F/
resulta un namero mucho mayor que uno. Por ejemplo para 7 = 0.95 se obtiene
F=1520. El valor minimo de la trasmision (9.9.25) resulta en este caso (cuando
sen’(¢/2) =1), T<7.10™

La resolucién del espectrometro dependera de cuan angostos son los picos.
Podemos estimar esto viendo cuando el pico cae a la mitad de su valor maximo.
Observando la forma de 9.9.25, es obvio que cae a la mitad cuando

Fsen®(¢/2) =1 9.9.31

capitulo 9 188



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

Como todos los picos son iguales, podemos sin pérdida de generalidad calcular mas
facilmente el pico alrededor del cero y para valores de F grandes. Alli vale la
aproximacion lineal del seno, de modo que obtenemos para el ancho del pico:

5p=—2 9.9.32

JF

que a partir de 9.9.20 permite calcular el ancho en término del nimero de onda:

5p = 20KL = = 9.9.33

JF

Que indica que la resolucion espectral aumenta con JF , 0 sea con la reflectividad de
los espejos. F tiende a infinito cuando la reflectividad tiende a 1. La resolucion tambien
aumenta con el largo L, pero de 9.9.29 y 30 con L disminuye el rango espectral libre,
que es el rango dentro del cual no confundo el maximo m de una longitud de onda con
el (m+1) de otra, o sea el rango del espectro dentro del cual puedo identificar
univocamente la longitud de onda.

Por ultimo cabe discutir cualitativamente que ocurre cuando la transmision es
maxima. Toda la energia incidente es transmitida y la reflexion es cero (se deja como
ejercicio calcular el coeficiente de reflexion para verificar esta afirmacién). Si

calculamos la amplitud dentro de la cavidad, por ejemplo el coeficiente |B|2 a partir de
9.9.15y9.9.17:

LA
— = 9.9.34
G

o sea que la intensidad dentro de la cavidad es mucho mayor que la incidente (y
transmitida) cuando el sistema esta en resonancia (maxima transmision). La cavidad, a
través de las sucesivas reflexiones, ha almacenado tanta energia que la pequena pérdida
en el espejo es tan grande como la intensidad incidente. La amplitud del término
B’también crece y su transmision en el primer espejo interfiere destructivamente con la
primera reflexion, dando la reflexion neta nula.
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Guia 9

1) Dos ondas planas monocromaticas de igual frecuencia se propagan formando un
angulo o entre sus vectores de onda. Calcule la amplitud e intensidad media en una
pantalla perpendicular a la bisectriz entre ambos vectores de onda.

2) Resuelva el problema anterior si las dos ondas son de frecuencia ligeramente
diferentes.

Muestre que la figura de interferencia viaja a lo largo del plano y determine a que
velocidad se mueve. Si se desea fotografiar la figura de interferencia, ;que relacion debe
haber entre el tiempo de obturacion y la diferencia entre ambas frecuencias? Si para este
experimento se utilizan dos laseres distintos. ;Qué longitud de coherencia deben tener
como minimo? ;Con cuantas cifras debe estar definida la frecuencia para un caso tipico
de luz visible?

3) Una onda plana incide sobre una ldmina de caras paralelas de vidrio de espesor d, con
un angulo de incidencia 0i. Calcule la amplitud de la onda reflejada teniendo en cuenta
solamente las dos reflexiones mas intensas. Calcule la amplitud de la onda transmitida
teniendo en cuenta la que no sufre reflexiones y la que se refleja dos veces. Compare la
pérdida de energia de la onda transmitida con la energia de la onda reflejada.

4) Se tienen dos fuentes puntuales que emiten en fase ubicadas a una distancia d entre
ellas.

Calcule la figura de interferencia que se observa en una pantalla ubicada a una distancia
L y perpendicular a la recta de union entre las fuentes (L>>d). ;Cémo es la figura en
una pantalla paralela a la recta de unidon y a una distancia L’ de la misma (L’>>d)?
(Cuéntos maximos de interferencia aparecen en cada caso? ;Como debe ser la longitud

de coherencia para que todos ellos sean visibles?

——
5) Un interferometro de Michelson es iluminado por s
medio de una fuente puntual monocromadtica S. 3
Calcule: s
a) La posicion de los maximos y minimos en una
pantalla ubicada a una distancia L del divisor de haz. _
b) La posicion de los maximos y minimos en una

pantalla ubicada a una distancia f de una lente de
distancia focal f ubicada a una distancia L del divisor de haz.

¢) Lo mismo que en a y b si se ubica otra fuente S’

d) Discuta como se observaria la figura si se ilumina con una fuente extensa. Explique
porque esta configuracion se denomina franjas de igual inclinacion.

e) Indique la expresion de la intensidad que se mide con un detector que detecta el punto
central, en funcion de la diferencia de distancias entre el divisor de haz y los dos
espejos.

6) Un interferoémetro de Michelson es iluminado por una fuente que emite en dos
frecuencias. Calcule el valor medio de la intensidad de luz detectada. Muestre que cada
frecuencia da una contribucion sinusoidal con la distancia independiente de las otras
frecuencias presentes, y que si multiplica la sefial medida por cos(az/c) e integra segin
z puede recuperar la intensidad de la fuente a la frecuencia ®. ;Cuén largo debe ser el
barrido para que la otra frecuencia ®’no contribuya?. Calcule el caso particular de
querer resolver el doblete del sodio.
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7) Disefie (si es posible) un experimento de Young a ser realizado por medio de un
puntero laser, un papel de aluminio en que perforo dos aberturas muy proximas con un
alfiler y observo a ojo desnudo. ;Que ventajas tiene utilizar un biprisma de fresnel para
realizar el mismo experimento?

8) Disefie un experimento similar al de Young pero con dos fuentes sonoras y de modo
que ambas orejas caigan dentro de un maximo de interferencia. ;Porqué con sonido se

pueden usar fuentes independientes?

9)Se realiza un experimento de Young utilizando dos I

aberturas ubicadas a una distancia d y observando en

una pantalla ubicada en el plano focal de una lente I £
colocada delante de las ranuras. Discuta que se

observa en cada uno de los siguientes casos:
a) Se ilumina las aberturas con una onda plana incidiendo sobre las ranuras con un
angulo a respecto del eje indicado y en el plano del dibujo.

b) Se ilumina por medio de una fuente puntual ubicada en el eje.

¢) la fuente puntual es ubicada fuera del eje.

d) la fuente no es monocromatica sino que tiene una longitud de coherencia de 10A.

10) Resuelva nuevamente el caso de la lamina de caras paralelas teniendo en cuenta
ahora las infinitas reflexiones.

11) Se tienen N fuentes puntuales monocromaticas en linea equiespaciadas. Calcule las
franjas de igual inclinacion si se observa a lo largo del eje determinado por las fuentes.
Calcule el ancho de las franjas claras y la separacion entre ellas. ;Qué se observa a lo
largo del eje de las fuentes en funcion de la separacion entre las fuentes? ;Coémo cambia
con el nimero de fuentes? Si las fuentes emiten en dos colores, jen qué condiciones
quedan separados nitidamente los respectivos maximos?

12) Repita el problema anterior observando a lo largo de un eje perpendicular a las
fuentes. ;Qué se observa ahora que cambia con la separacion entre fuentes y con el
nimero de fuentes?

13) Compare la solucion del interferémetro Fabry-Perot con la solucion del problema
11. ;En que se parecen y en que difieren? ;Quien juega el papel de la distancia entre
fuentes y cual es el numero de fuentes equivalentes que da los mismos anchos
caracteristicos de los maximos?

14) Resuelva el problema de la ldmina de caras paralelas con
incidencia normal a las caras asumiendo una solucidon

autoconsistente en vez de hacer una suma infinita: considere que
dentro de la lamina hay una onda hacia la derecha W3 y otra hacia la
izquierda W4, que incide una onda de la izquierda Y1, se refleja una

4]

1
—>
<

2

onda hacia la derecha W2 y se transmite una onda ¥s. Resuelva las
incognitas planteando las condiciones de borde (reflectividad y transmision en cada
cara).
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El analisis es una herramienta exitosa para adaptarnos a nuestro medio ambiente.
Es igualmente valida a toda escala?

Capitulo 10
DIFRACCION POR OBJETOS SENCILLOS

10.1. Caso de estudio: Atravesando una ranura

Hacemos el siguiente experimento: colocamos una ranura de ancho variable
delante de un puntero laser (si se dispone de un puntero verde puede no ser necesario
oscurecer la habitacioén). Colocamos una pantalla a un par de metros de distancia de la
ranura. El esquema del experimento se muestra en la figura 10.1.1. Se observa el efecto
de ir cerrando la ranura, y a ancho de ranura fija como cambia la forma de la zona
iluminada con la distancia entre la ranura y la pantalla. Podemos hacer un prediccion de
la observacion a partir de las aproximaciones realizadas hasta ahora. Lo que estamos
haciendo es interrumpir parte del frente de ondas, dejando pasar una porcion definida
por la ranura. En la descripcion de la lente encontramos una situacion similar, pues la
lente no transmitia todo el frente de ondas, sino que tenia dimension finita. Lo que
supusimos es que la parte transmitida continuaba como si no hubiera habido
obstruccion. Asi una onda plana se convertia en una onda esférica que convergia hacia
un punto llamado foco. Si repetimos este analisis cualitativo esperariamos que al
atravesar la ranura, la porcion del frente de ondas no obstruido contintie su viaje,
observandose en la pantalla la sombra de la ranura, manteniendo su tamafo.

pantalla

rendija
variable

Figura 10.1.1: Esquema del experimento. Una ranura obstruye el haz de un laser y se
observa la intensidad en una pantalla.

Sin embargo la observacion experimental difiere sustantivamente de esta
prediccion. En la figura 10.1.2 se muestran sucesivas imagenes en la pantalla a medida
que se cierra la ranura. Podemos realizar las siguientes observaciones:

Observacion 1: A medida que cerramos la ranura la zona iluminada en la pantalla se
ensancha (aproximadamente de manera inversamente proporcional). Aparecen zonas
oscuras que separan maximos secundarios de menor intensidad.
Observacion 2: Si acercamos la pantalla a la ranura vemos que la figura mantiene su
forma pero se reduce de tamafio en la direccion x de manera mas o menos lineal con la
distancia (similar a lo que ocurre en un experimento de Young).
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Observacion 3: Para una ranura de un ancho de 0,Imm, a unos pocos centimetros de la
ranura la figura comienza a cambiar cualitativamente y ya muy cerca (del orden del
centimetro o menos) se observa la sombra geométrica de la ranura.

Observacion 4: Si cerramos muchisimo la ranura, hasta hacer la abertura imperceptible,
se observa una iluminacién uniforme en la direccion x (este experimento es muy
dependiente de la calidad de la ranura y la intensidad del laser).

a -
0 -

Figura 10.1.2: de arriba hacia abajo las sucesivas imagenes a medida que se va
cerrando la ranura. La (a) corresponderia a la ranura completamente abierta o sin ranura.

Buscamos entonces hacer un andlisis sistematico del problema. Como primer
paso buscamos situaciones ya vistas que tengan cierta analogia. Una mancha ancha con
maximos secundarios de menor intensidad tiene cierta similitud con la interferencia
entre N fuentes, particularmente si la distancia entre fuentes es tan pequefa que
solamente aparece un solo maximo principal. Esto ocurre para

Ald>1 10.1.1

donde d es la distancia entre fuentes. La expresion para la intensidad en la pantalla (en
la aproximacion de campo lejano) es:

2 sen”(N¢/2)

2
=4 10.1.2
|W| | | S@l’lz (¢/2)
con
@ = kdsen0 10.1.3
que para el caso limite mencionado en 10.1.1:
¢ <<l 10.1.4

el seno del denominador puede aproximarse por su argumento. Esto corresponde a la
distancia entre fuentes mucho menor que la longitud de onda, quedando 10.1.2 como:

10.1.5

2 sen” (N¢/2) B |A|2 sen” (Ndksen®/2)

2
=14
i =[4 (#/2)° (dksen®12)’

Notemos que el argumento del numerador depende de N y d a traves de su producto:

Nd=D 10.1.6
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Donde D es el ancho que ocupan las fuentes (diametro). Multiplicando y dividiendo por
N’y reagrupando queda:

2 sen’ (Dksen@/2)
(Dksen8/2)*

| = N2|4 10.1.7

Notemos que una vez que se cumple la condicion 10.1.4, si agrandamos o achicamos la
distancia entre fuentes, manteniendo el tamafio del sistema, no cambia el ancho de la
figura en la pantalla. El resultado es graficado en la figura 10.1.3.

0.9+

0.8+

0.6

0.4+

0.3

0.1

0 ‘
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 10.1.3. Intensidad en funcion de Dksen(6)/2 en una pantalla ubicada lejos de una
ranura de ancho D.

Los ceros de la funcion se corresponden con los valores de ksenf para los que se
anula el seno, o sea:

Dksen=2mr 10.1.8
Que equivale a

sené?:m—/1 10.1.9
D

Vemos que este resultado coincide con la observacion 2, las franjas oscuras estan
ubicadas a angulo constante independientemente de la distancia de la pantalla. Si
achicamos la ranura (menor D) aumenta el angulo (y por lo tanto el ancho del maximo
central (observacion 1). En el limite en que D se hace menor que la longitud de onda,
las franjas oscuras desaparecen y la iluminacion es practicamente uniforme
(observacion 4).

Con la observacion 3 no podemos hacer comparaciones pues corresponde a irse
del rango de validez de la ecuacion de partida 10.1.2 (campo lejano), que es:
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D? << AL 10.1.10

donde L es la distancia a la pantalla.

Si hacemos una medicidon cuantitativa de la intensidad en la pantalla, veriamos
que la expresion 10.1.7 predice correctamente el perfil de intensidades obtenido. Por
otro lado si hubiéramos trabajado con la expresion para la amplitud, en vez de la
intensidad, en el limite de la observacion 4 (D<A) obtendriamos una amplitud constante
pero con un término de fase correspondiente a la onda esférica.

De estas observaciones y del analisis de la situacion analoga de interferencia de
N fuentes podemos extraer la siguiente conclusion: la ranura parece comportarse como
una sucesion de fuentes puntuales que emiten ondas esféricas muy proximas entre si.
Esto se ve de manera explicita si la ranura se cierra tanto (menor que la longitud de
onda) que se comporta como una Unica fuente puntual.

Un experimento similar puede realizarse en una cuba de ondas y esta transicion a
onda esférica se puede ver de manera mas explicita, ya que se visualizan los frentes de
onda y ademas es sencillo hacer aberturas del orden o menor que la longitud de onda.

Nota: a este fenomeno de interferencia entre un continuo de fuentes, resutado de haber
interpuesto algiin obstaculo al frente de ondas se lo denomina fenémeno de difraccion.

10.2. Integral de Kirchhoff

Estas ultimas observaciones en las ondas en la superficie del agua llevaron a
Huygens (1629-1695) a postular que cada punto del frente de ondas se comporta como
una fuente de ondas esféricas hacia adelante, y que es la interferencia entre esas fuentes
la que da lugar a los nuevos frentes de ondas.

Si analizamos un caso sencillo de una onda plana (figura 10.2.1) y aplicamos el
razonamiento anterior, dado un frente plano cualquiera calculamos la superposicion de
las infinitas fuentes puntuales en dos puntos P y Q ubicados a la misma distancia del
plano.

) Q
07

Figura 10.2.1. Anélisis de una onda plana pensada superposicion de ondas esféricas
emergentes de todos los puntos de un frente de ondas. Por simetria los puntos P y Q
deben ver lo mismo por lo que estan en un nuevo frente.
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Al hacer la superposicion en P o en Q encontraremos la misma solucion dada la simetria
del problema. En efecto si trasladamos el origen de coordenadas verticalmente una
magnitud igual a la distancia entre P y Q, encontraremos que la nueva expresion para
calcular la onda en P es la que antes tuvimos para calcular en Q, por lo que ambas
funciones de onda coinciden. Por lo tanto por razonamientos analogos, todos los puntos
que se encuentren en el mismo plano paralelo al frente de onda tendran el mismo valor
en amplitud y fase, o sea seran un frente de ondas. La hipotesis de Huygens predice
entonces que un frente plano daré lugar a la propagacion de una onda plana, consistente
con la ecuacion de ondas.

Para el caso de una onda esférica se puede hacer un razonamiento similar. Ahora
tomamos un frente de ondas esférico (figura 10.2.2) y dos puntos P y Q a la misma
distancia de este frente. De manera analoga si ahora rotamos el sistema de coordenadas
de modo que Q pase a ser P llegamos a la conclusion de que ambos puntos deben tener
el mismo valor en amplitud y fase de la funciéon de onda. El razonamiento vale para
todos los puntos en la misma esfera, obteniéndose un frente esférico, nuevamente
consistente con la ecuacion de ondas. Cabe notar que en el siglo XVII atn no se
conocian las ecuaciones en derivadas parciales, por lo que esta hipotesis era la tnica
manera de encarar el problema que estamos tratando.

Q

Figura 10.2.2 Analisis similar al de la figura 10.2.1 para una onda esférica.

Si ahora una onda plana incide sobre una ranura de manera perpendicular a su
superficie, cada punto de la superficie de la abertura, por estar en el mismo frente de
ondas emite ondas esféricas en fase y de la misma amplitud. La superposicion de esas
ondas permitira obtener la distribucion de intensidades a una cierta distancia como
hicimos en el caso de estudio anterior.

(Qué ocurre si la onda incide sobre la ranura con un cierto angulo? El caso es
ilustrado en la figura 10.2.3.

Ahora no tenemos todos los puntos de la superficie de la abertura en un mismo
frente de ondas. No podemos aplicar el enunciado de Huygens. Pero notemos que
conocemos el valor de la funcidon de onda incidente en todo instante de tiempo y en todo
punto de la superficie de la abertura. Aprovechando esta informacion, Fresnel (1788-
1827) generalizo el enunciado de Huygens de la siguiente manera:

“Todo punto de una superficie en la que incide una onda, emite ondas hemiesféricas
hacia delante de amplitud proporcional a la onda incidente en dicho punto y en fase con
la misma”.
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b

Figura 10.2.3 Caso de una onda plana incidiendo en dngulo sobre una ranura. Ahora
todos los puntos de la ranura no estan en fase.

A estas ondas se las denomina ondas secundarias y son utilizadas para construir
las ondas transmitidas a partir de su superposicion.

Vine (?) b I

Figura 10.2.4. La onda incide en la abertura S” y se calcula el campo en P referido al
sistema de coordenadas centrado en O sumando la contribucion de cada elemento de
superficie. El versor 7 es perpendiculara S’.

A partir de la figura 10.2.4 podemos construir una expresion matematica a partir
de este enunciado. El vector 7 indica el punto en que se desea calcular la funcion de

onda, el vector 7' barre la superficie S’ de la abertura, que dividimos en elementos AS

de centro 7, .
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Para simplificar la notacion trabajaremos solamente con la parte de frecuencias
positivas de la funcion de onda, entendiendo que debemos tomar la parte real para tener
la solucion fisica valida. La onda incidente se escribe entonces como:

v )=y, (i)e™ 10.2.1

La superposicion en el punto P sera:

—ikR,
w(F =Y A, eR—em’ 10.2.2

con

R, =|F -7,

n

10.2.3

En la expresion anterior hemos supuesto que todos los puntos dentro de un elemento
AS, emiten ondas que llegan en fase a P (interfieren constructivamente) pero pueden
llegar con distinta fase respecto de otro elemento AS . Para garantizar esto basta con

tomar el didmetro de cada elemento mucho menor que la longitud de onda. La amplitud
A, segun el enunciado de Fresnel, sera proporcional a la onda incidente y también sera

proporcional al 4rea del elemento AS :
An oc Winc (I_/';;)AS; 1024
Notemos que el enunciado de Fresnel no nos permite conocer el valor de la

constante de proporcionalidad. Introduciendo 10.2.4 en 10.2.2 y tomando el limite
cuando AS, —0:

—ikR, i(wt—kR)

- N i ! id | e '
l//(l",t) = Zn:l//inc (rn)R—ne tASn - J;jl//inc (V )TdS 10.2.5
con
R=F—7 y R=|R| 10.2.6

Hemos encontrado una expresion analitica basada en el principio de Huygens-
Fresnel, que parece ser compatible con la ecuaciéon de ondas, pero que no ha sido
deducida a partir de ésta. Para el caso de ondas escalares Kirchhoff (1824-1887) derivo
una expresion muy parecida a partir de la ecuacion de ondas. La deduccion estd mas alla
de las herramientas matematicas esperables en un curso de este nivel, por lo que nos
limitaremos a trabajar con el resultado:

—ik|F-7|

o —1 uppltcosd e .
w(in=_—e jsj : 1//(r)|F_F'|dS 10.2.7

que nos da ahora si el valor de la constante de proporcionalidad y difiere de la expresion
de Huygens-Fresnel en el término
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1+ cosé _
2

1 si 0<<1 10.2.8

O sea que la expresion de Kirchhoff y la de Huygens-Fresnel coinciden en la
aproximacion paraxial.

En realidad la expresion de Kirchhoff contiene en el integrando el valor de la
funcién de onda en la superficie de la abertura y/(7'), y no el valor de la onda incidente

v,..(r'). Para que coincidan es necesario agregar una hipotesis fuerte: la funcion de

onda en la superficie de la abertura es igual a la funcién de onda incidente en ausencia
de la abertura.

En realidad la onda incidente podria estar interactuando con el material de las
paredes de la abertura, por ejemplo moviendo cargas libres en el caso de ondas
electromagnéticas si la ranura es metalica, y esta interaccion a su vez alterase el valor de
la funcion de onda en las vecindades. Para aberturas suficientemente grandes (mayores
que la longitud de onda) esta hipotesis suele ser valida.

Hay un caso en que la abertura puede alterar en forma sencilla y previsible la
funcién de onda, y para el que podemos escribir la ecuacion 10.2.7 de manera util. Es
cuando la abertura esta cubierta por un material delgado y semitransparente con un
coeficiente de transmision #(7") complejo conocido. Este coeficiente permite calcular el

valor de la funcion de onda inmediatamente después de la transparencia (ver figura
10.2.5) en funcién de la onda incidente como:

t(x'y' S . t(x',y")
=" ~ Eine

Figura 10.2.5. Caso en que se coloca una transparencia ya sea antes o después de una
abertura. La expresion final es idéntica (en la aproximacion de transparencia delgada y
de respuesta local).

w(F) = (W, (7)) 10.2.9

La expresion de Kirchhoff queda ahora:

A —ik|F=F
1 ol JJ'I+ cos@ t(F')l//inc (";v)e—dS' 10.2.10

V0= 2 77

A

S

Esta es la expresion que usaremos de ahora en madas para los ejemplos que
discutiremos. Para el caso de una abertura simple basta con tomar t=1 en la region de la
abertura y t=0 en el resto. Asi incluso la integral se puede extender hasta el infinito,
simplificando la notacion si se desea.

capitulo 10 200



Ondas: es fisica Oscar E. Martinez

Es necesario hacer una breve discusion sobre la validez de la expresion de
Kirchhoff. Nos da el valor de la funciéon de onda en un recinto (punto r) dado el valor en
la frontera (S’). ;Es esto razonable si pensamos en las condiciones de borde que exige la
ecuacion de ondas? Analicemos primero el caso unidimensional que ya hemos discutido
en detalle. Si conozco el valor de la funciéon de onda en un punto para todo tiempo, no
puedo deducir la funcién de onda en otro punto, ya que la misma perturbacion la puedo
producir con una onda que viaja hacia la izquierda o hacia la derecha, o una
superposicion de ambas. Esta indeterminacion surge de partir de una ecuacion de
segundo orden, por lo que necesito dos datos de borde. Para resolver el problema
necesito ademas conocer la derivada espacial dy /0z para todo tiempo. Con estos datos

obtengo las amplitudes y fases de las ondas propagandose en ambos sentidos. Si en
cambio conozco a priori que solamente hay una onda propagandose en un solo sentido,
entonces si alcanza con solamente dar el valor de la funcién de onda en un punto y no su
derivada espacial, ya que tengo que determinar una sola amplitud. Este razonamiento
también vale para la ecuacion 10.2.7, que solo es suficiente si conozco a priori que la
onda se propaga a través de la superficie en un solo sentido.

10.3. Aproximacion de campo lejano. Fraunhofer.

La expresion 10.2.10 es una integral de dificil solucion analitica, por lo que es
conveniente realizar aproximaciones adecuadas a los casos particulares de estudio que a
veces llevan a expresiones integrables. Una de estas aproximaciones, de gran interés
practico, es la aproximacion de campo lejano o Fraunhofer, que ya hemos usado en el
caso de estudiar interferencia. Corresponde a suponer que el punto de observacion es
suficientemente lejano como para pensar que los rayos que parten de las distintas
fuentes (puntos en S’) son paralelos.

Calcularemos solamente el caso en que la superficie S’es plana, por lo que por
simplicidad elegiremos siempre el sistema de coordenadas de modo que el eje z sea
perpendicular a la superficie que estard ubicada en z’=0. Queda entonces:

|17 - 17'| = \/z2 +(x—x")Y +(y—y) = \/x2 + 92+ 27 =20y ) + x4y 10.3.1
La aproximacién de campo lejano esta basada en suponer por un lado que

r>>r’ 7’ 10.3.2

con lo que desarrollando a segundo orden en 10.3.1 da:

B xx'+yy N x"? +y'2

r 2r

la segunda aproximacion corresponde a despreciar el ultimo sumando (cuadratico en la
variable de integracion (r’?). Para ello hay que pedir que su contribucién al término de
fase k|;7 -7 '| sea despreciable para todo valor de r’, o sea:

10.3.3

12 12
k(x""+y'") —
2r

V2 10.3.4
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condiciébn que serd menos restrictiva cuanto mejor centrado esté el origen de
coordenadas en la abertura, de modo que

x’+y? <D’ 10.3.5

donde D es el didmetro de la abertura o alguna cota a su dimension. Queda como
condicioén suficiente para validar la aproximacion que:

kD* << 27 10.3.6
o simplemente

D?* << Ar 10.3.7

que es la condiciéon de campo lejano o de Fraunhofer que hemos utilizado antes.

Con el mismo criterio con que hicimos el desarrollo al hacer la
aproximacion paraxial para la onda esférica, desarrollamos el término de amplitud
inversamente proporcional a la distancia a orden cero y el de fase a primer orden en la
variable de integracion en la ecuacion 10.2.10, quedando:

—1 ei((ut—kr) (1 + CoS 9) ik(XX"*'yy')
r,t) = t(rYy. (FYe 7 dx'dy' 10.3.8
wiF = : ﬂ W e (7) y

dsen(0) ~ | — 7|

Figura 10.3.1: aproximacion de campo lejano resulta equivalente a suponer que 7 y 7
son paralelos.

Si notamos que
Y I 10.3.9
r r

podemos ver que hemos retenido en la diferencia de caminos |17 - 17'| la componente de

r’en la direccion de r, como se ilustra en la figura 10.3.1. Esto equivale a suponer que
los rayos que parten hacia r desde los distintos puntos de S’son paralelos.

Debe notarse que la integral en 10.3.8 no depende de r sino tan solo de la
direccion , o sea de los angulos 6 y ¢, ya que en coordenadas polares:
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= senfcos¢
10.3.10

d

r

Y~ sen Oseng
r

Con lo que la expresion 10.3.8 queda como el producto de una onda esférica por una
funcién solamente de 0 y @:

_ i(wt—kr)
rt)=—— S, 10.3.11
w(r,1) Sy 0,9)
siendo
S(@, ¢) _ (1 + (:205 9) IJ‘Z‘(F')(//,‘M (Ij:y)eik(x'senﬁcos¢+ysen&s‘en¢)dxy dy' 103.12
0

Cabe notar que la integral para obtener S es similar a la expresion que se utiliza para
obtener los coeficientes de Fourier de la funcion ¢y pero ahora en dos dimensiones.

yh
b/2

Y

@) al2 X

Figura 10.3.2: Abertura en forma de ranura rectangular. Se indica la manera de centrar
el sistema de coordenadas.

Apliquemos el resultado al ejemplo de la abertura rectangular (ranura)
presentado en el caso de estudio inicial e ilustrado en la figura 10.3.2. La ranura tiene
ancho a y alto b. El coeficiente de transmision es t=1, y la onda incidente es plana:

W, (F) = e = g e he 10.3.13

(cabe recordar que tomamos z’=0 en la ranura)
Quedaen 10.3.12:

S(e’ ¢) — @Aj‘jei(kaxx'Jrkoyy')eik(x'sen6’c0s¢+ysen6ken¢)dx|dyy 10.3.14
<

y como es posible separar las dos variables de integracion, queda el producto de dos
integrales similares:
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(1 + COS 9) “ ix'(ksenfcosp—k,. ) 7.1 s iy'(ksentseng—k,,) 5
S(@,qﬁ):TA je *)dx je “dy 10.3.15

—al2 -b/2
ambas integrales son sencillas y ya las hemos resuelto con anterioridad, quedando:

b (1+cos0) sen[(ksenOcosp—k, )a/2] sen[(ksenbsend —k, )b/2]

S(0,9)=A'a
2 (ksen@cos¢p—k, )a/?2 (ksentseng —k, )b /2

10.3.16

Para comparar este resultado con la estimacién obtenida antes (10.1.7) como
interferencia de N fuentes en el limite N—oo0, tomamos en 10.3.16 incidencia normal, o
sea Kox=koy=0 y evaluamos en ¢=0:

b (14 cos@) sen|(ksenB)a /2]

S(0,4) = A
0.9)= Aab=— ksen(0)a, 2

10.3.17

vemos que ambas expresiones coinciden a menos del término en 1+cosB, que es
precisamente la diferencia entre la formulacion de Huygens-Fresnel y la integral de
Kirchhoff.

En la figura 10.3.3 se ilustra |l,//(17)|2 en funcion de los angulos de observacion

para el caso b=2a y k,=ko,=0 . Se observa que la amplitud de los maximos secundarios
decaen muy rapidamente. En efecto los maximos ocurren aproximadamente cuando el
seno vale uno, o sea:

%ksen@cos¢:%+m7r 10.3.18

Con lo que el denominador en 10.3.16 0 10.3.17 decrece linealmente con m.
La expresion 10.3.16 puede ser escrita como:

ak bk
sen[— (x—x,)] sen[—(y—=,)]

S(9’¢):A.ab(l+cosé’) k2r bk2r 10.3.19

a—(x—xo) — -y,

2r 2r
donde

x, =rsend, cosd,
10.3.20

v, =rsent seng,

siendo (X,,¥,) €l centro del haz si la ranura no hubiera estado presente. Es decir, la
figura de difraccion, debido a la incidencia en angulo simplemente se corre de modo de
quedar centrada con el haz.
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Figura 10.3.3: Grafico de la intensidad difractada por una ranura (\S(Q, ¢)\2) para una

ranura con una lado el doble del otro (;cual?). Los ejes son u = (kcos@cosgd—k,,)/2
y v=(kcostsend—k,,)/2

Nota curiosa: la expresion final obtenida para S(6,¢) (10.3.12) no depende del origen

de coordenadas, siempre que valga la aproximacién de campo lejano. Por lo tanto
pequenos desplazamientos laterales del objeto difractor no produce cambios en la
distribucion angular de la intensidad. Si cambia el origen de la onda esférica en 10.3.11,
lo que significa que un desplazamiento del objeto, solamente cambia la fase de la onda
emergente.

10.4. Aproximacion paraxial

Cuando analizamos la focalizacion de una onda plana o la formacion de una
imagen por medio de una lente obtuvimos una solucidén que no dependia del tamafio de
la lente. Esta lente estd recortando el frente de onda, de modo que la onda transmitida es
solo aproximadamente una onda esférica. A medida que achicamos el didmetro de la
lente (o la obturamos con un diafragma), debemos encontrar que la calidad de la imagen
empeora por efecto de la difraccion en la abertura. Por lo tanto un paso mas en la
calidad de la descripcion de los efectos de una lente es incluir los efectos de difraccion.
Si por ejemplo queremos analizar que ocurre en el foco de una lente de f=10cm y
D=1cm, vemos que no satisface la condicion 10.3.7 de campo lejano:

D’=1em™>>\f=0,5 10™*cm 10cm=5 10 cm’,
Por otro lado , si es valida la aproximacion paraxial, ya que:
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D<<f 10.4.1

Para este analisis entonces cambiamos la aproximacion en la integra de Kirchhoff y
desarrollamos 10.3.1 como:
12 o2 2 2 1 ! 12 12
Jr(x xX) +(y—y") X +y _xx+yy+x +y
2z 2z z 2z

10.4.2

F-7|=z
donde hay que recordar que por la definicion del origen de coordenadas y la direccion

de incidencia es z>0. En esta aproximacion es

1+ cosé _
2

1 10.4.3

con lo que 10.2.10 queda

i(or—kz) (P +p%) LGy (P y?)

e ZZjﬁ@q%Mﬁwé e % oav'dy 1044
5

- -1e
9t =
w(r,1) Py

Nos queda nuevamente una onda esférica (ahora expresada en la aproximacion paraxial)
que multiplica una integral que debemos evaluar. Veamos algunos ejemplos de interés
practico.

Focalizacion con una lente
En la figura 10.4.1 se ilustra el caso de una onda plana incidiendo sobre una
lente convergente. Deseamos evaluar la funcion de onda en el plano focal y ver cuan
puntual resulta el foco.
La onda incidente en z’=0 es:
V,.r)=A4 10.4.5

y la transparencia es un filtro de fase cuadratico en p’:

ik(xv2+y.2)

tfy=e */ 10.4.6

Figura 10.4.1. Una onda plana incide sobre una lente de didmetro D y se colecta la luz
en una pantalla ubicada en el foco, donde se observa una mancha de diametro finito.
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Introduciendo 10.4.5 y 10.4.6 en 10.4.4 para z=f queda:

i(oi—kz)  _gp ) 5 O
e N [e 7 dvay 10.4.7

S

'//(Faf)zg 1

donde los términos cuadraticos en p’ provenientes del desarrollo paraxial de la fase se
cancelaron con los de la lente. Esta cancelacion exacta hace innecesaria la aproximacion
de campo lejano que se utilizaba precisamente para poder eliminar dicho término
cuadratico.

La integral para una lente rectangular es idéntica a la ya realizada para una
ranura en el punto anterior. Si la lente es circular de radio D/2 queda (pasando a
coordenadas polares)

PaCnali) D221 K o cos(p-)
[[er = acay= | [e’ p'dp'dg' 10.4.8
S’ 0 0
donde
x=pcos¢ x'=p'cosg' 10.4.9
y=pseng y'= p'seng' -
y se uso:
cos@'cos @+ seng'seng = cos(p—¢@'") 10.4.10
La integral queda:
Dkp
D227 iﬁfpp'cos(¢—¢') o D 2 J1(7)
j je- pldp'dy =| = | —=L— 10.4.11
0 o 2)  Phe,
2f

donde J; es la funciéon de Bessel de orden 1, siendo en general:

J (x) = i [etseneno gy 10.4.12

-

para n entero, y para el caso n=1 que nos interesa se puede desarrollar como:

X x3 xs x7

Ji(x)=—-

5 224+22426_2242628+m 10.4.13

Como era esperable la solucion 10.4.5 tiene simetria de revolucion (no depende
de @). En la figura 10.4.2 se graficd J;(u)/u y puede observarse que consiste en una
mancha central y anillos brillantes oscuros y claros alternados de amplitud decreciente
con p y no equiespaciados. La primera franja oscura (primer cero) estd en u=3,83. Este
minimo corresponde a:
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KDp 393 p=1224 10.4.14
2f D

0.6
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Figura 10.4.2: Grafico de la funcion que resulta de la difraccion en una abertura
circular en campo lejano o de una lente en el foco.

La ecuacion 10.4.14 solo difiere de la 10.1.9 (ranura) en el factor 1,22. La
dependencia con la longitud de onda, la distancia o el diametro es cuantitativamente
similar, difiriendo en un prefactor del orden de la unidad que depende de la forma
especifica de la abertura. El resultado conceptual més importante es que cuanto mayor
es el angulo sustentado por la lente desde el foco (mayor D/f), menor es el truncamiento
del frente de onda y por ende mas puntual es el foco.

El otro resultado importante es que cuanto menor es la longitud de onda, mas
pequena es la mancha focal, denominada circulo de confusion. Dos ondas planas
incidentes con distinto angulo podran distinguirse si se enfocan a distancias mayores
que este circulo. Veamos cuantitativamente esto que significa. Si una segunda onda
incide con un angulo 6,, se enfoca en x=f6, y se la distingue si:

x, =0, > 1,22% 10.4.15

o sea que la lente resuelve ondas que inciden con separacion angular mayor que A/D.

Si usamos una lente para leer informacion digital en un disco (CD), los puntos
con informacion (bit) deben estar separados por una distancia mayor que el diametro del
circulo de confusion. Es por ello que es importante trabajar con Optica de gran abertura
angular (D/f grande) y con luz de longitud de onda lo mas corta posible. Si observan el
interior de una lectora de CD verdn que la lente practicamente toca la superficie del
disco. El paso siguiente para achicar el tamafio del bit es disminuir la longitud de onda,
es asi que se pas6 de A=780nm para las lectoras de disco compacto (CD) a A=640nm
para la norma de DVD y se sigue bajando.
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Situaciones similares se encuentran en el disefio de microscopios, donde el
factor de mérito primario de un objetivo no es el aumento sino la abertura numérica
definida como el seno del angulo que subtiende la lente desde el objeto (multiplicada
por el indice de refraccion si no trabaja en aire).

Formacién de imagen:

Otro caso en que se cancela exactamente el término cuadratico en la
aproximacion paraxial es el de formacion de imagenes con lentes. Si tenemos una fuente
puntual en z=z,, una lente de distancia focal f en z=0 y calculamos en el plano imagen
z=z¢, vemos que el término cuadratico en la variable de integracion se cancela
nuevamente. Esta es precisamente la misma cancelacion con la que dedujimos la
posicion de la imagen. La diferencia es que ahora en el plano imagen no queda una onda
esférica pura enfocdndose a un punto, sino una expresion muy similar a 10.4.7, con
solucion de la integral similar a 10.4.11.

10.5. Haz Gaussiano. Mas alla de la aproximacion de Fraunhofer.

Los calculos realizados hasta ahora solo permiten predecir lo que ocurre en el
campo lejano o en planos particulares. No nos dice nada sobre la observacion 3 en 10.1
referida a la transicion en funcion de la distancia. Tampoco nos dice nada sobre que
ocurre si uno no ubica la pantalla exactamente en el plano focal o imagen, o con que
precision debemos realizar dicha ubicacion (problema conocido en fotografia como
profundiada de foco). Por otro lado vimos que la forma exacta de la abertura (por
ejemplo circular o cuadrada) no cambia el comportamiento general de la figura de
difraccion ni su dependencia con los parametros relevantes como tamano, distancia y
longitud de onda.

Para contestar estas preguntas entonces elegiremos una forma transversal del haz
que permite realizar la integral de difraccion en la aproximacion paraxial para cualquier
distancia, y asi estudiar como es esa transicion de muy lejos a muy cerca. La funcion de
onda elegida tendra una dependencia espacial siguiendo la curva de Gauss o gaussiana:

2
u

G(u) = e ? 10.5.1

1
N2
que es ilustrada en la figura 10.5.1. Cabe notar su rdpida convergencia a cero para

valores grandes del argumento.
Esta rapida convergencia a cero permite integrar la funcion en toda la recta:

2

j G(u)du = e 2du=1 10.5.2

- |
Vaz
Con esta funcion se consigue agrupar el término cuadratico del desarrollo
paraxial con el de la funcion de onda incidente gaussiana, llevar la integral a la forma
10.5.2 y resolver el problema de la difraccion en forma analitica para toda distancia z
del plano de origen (dentro de la aproximacion paraxial). Como veremos enseguida el
resultado luego de propagarse es que la funciéon de onda sigue siendo gaussiana. Esto
hace esta solucion particularmente interesante, pues si uno busca los modos normales de
una cavidad tipo Fabry-Perot (que son las cavidades con que se fabrican los laseres), lo
que se postula es que el la funcion de onda luego de un transito de ida y vuelta debe

repetirse a si misma. Y la gaussiana satisface precisamente esta condicion. En otras
palabras los laseres en general emiten en modos transversales de perfil gaussiano.
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Figura 10.5.1: Grafico de la funcion Gaussiana definida en 10.5.1

Supongamos pues que tenemos una funcion de onda en un plano z’=0 de la
forma:

pv2

W, (F)=e 2 10.5.3

Usando 10.4.4 podemos calcular la funcidon de onda en z#0 como:

1 ei(wt—kz) —ik(x2+yz) (x24y?) [k(xx'+yy') —ik(xvz )
2

w(r,t)=—— e ¥ e ¥ e * e ¥ dddy 10.5.4
2z

donde la region de integracion S’ahora es todo el plano y queda separada en dos
integrales idénticas:

B _ i(o—ke) (P +y?) o _x'ZZ PEAT o '°° —Lzz w2 '
w(r,t)=——- e = Ie 200e e 2dx Ie 200e e 2y 10.5.5
27z b .

Calculemos una de esas integrales llevandola a la forma 10.5.2:

2 —Lzz P < 12 j !
I(x)= Ie 20e e 2dx'= jexp{—x—(%+ﬁj+i@}d)ﬂ 10.5.6
it b 2 \o z z

Para resolverla buscamos completar cuadrados, es decir escribir el polinomio de
segundo grado del exponente como un binomio cuadrado mas una constante:

12 . (]
{_X_(Lﬁﬁj N i@} = (a(x—x)* + B)=—ax? 12ax, ¥'-ax) — B 10.5.7
2 \o z z
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Para satisfacer la igualdad entre polinomios en X’ deben ser iguales todos los
coeficientes:

[lﬁfj =2a 10.5.8
(o z
[iﬁ} =2ax. 10.5.9
zZ
~B=0 10.5.10

De 10.5.8 obtenemos el valor de o, de 10.5.9 y 5.8 se obtiene x, , y luego de 10.5.10 el

valor de f.
La integral 10.5.6 queda:

I(x)=e” [ ax 10.5.11

y hacemos un cambio de variables para llevarlo a la forma 10.5.2:

2

“7 = a(x'—x.)? 10.5.12

o equivalentemente

u=2a(x-x.) 10.5.13

quedando:

I(x) = J_I zdu—\/;e_ﬁ 10.5.14

Ahora es solo un pesado ejercicio de algebra que queda como ejercicio reinsertar esta
solucion junto con 10.5.8-10 en 10.5.5 para obtener:

1 _l,k(x2+y2)
w(x,y)=—————e" @ e M 10.5.15
(5o
(o2 4

con.
q=z+iko? 10.5.15

Para analizar el resultado conviene separar el término de fase cuadratico en parte real e
imaginaria.
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ik . z k*c? ik 1
— =ik 5 —+t— = t+t— 10.5.16
q z7+k'c” z+k'c”™ R, o

z V4

siendo R, el radio de curvatura del frente de onda y &, el nuevo diametro del haz.
Que se puede separar como:

2 4
R =7 1+%C 10.5.17
4
y
2 2 Zz
o =01+ 10.5.17
: Kot

Estas dos funciones se grafican en la figura 10.5.2. donde puede observarse (al igual que
haciendo el limite en las expresiones) que para z grande el radio se aproxima al valor de
z (se parece a una onda esférica centrada en z=0) y cerca de z=0 el radio es infinito, se
parece a una onda plana. Para el didmetro del haz, se observa que permanece sin
mayores variaciones para

z<ko? =zp 10.5.18

y crece linealmente para z>>zg. A este parametro zg se lo denomina parametro de
Rayleigh o parametro confocal.

Con este caso particular encontramos el comportamiento del haz en la region de
transicion, cerca y lejos de la superficie inicial. Tenemos asi una idea para cualquier haz
de cuan preciso debe ser la determinacioén de la posicion del foco en un experimento a
partir de 10.5.18. Vemos que cuanto menor es k (mayor la longitud de onda) o menor es
el tamano del haz, més restrictiva es la condicidon. Por ejemplo si enfoco a c=100um,
con A=0,5 um, debe ser z<125mm. En cambio si enfoco a c=1pum, debe ser z<12,5 pm.

Figura 10.5.2: A la izquierda, Radio de curvatura del frente de onda en funcién de la
distancia (normalizada respecto a zg). A la derecha didmetro del haz normalizado
Y=o0,/0 en funcion de la distancia normalizada respecto de zr. Las asintotas

corresponden a la divergencia lineal a grandes distancias.
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Guia 10

1) Una ranura de ancho D es iluminada por una onda plana incidente
perpendicularmente al plano de la ranura, observandose la figura de difraccion en una
pantalla ubicada a una distancia L.

a) (A qué distancia debe ubicarse la pantalla para que valga la aproximacion de
Fraunhofer?

b) Estime dichas distancias para ranuras de ancho 10um, 100um y Imm, para luz
visible.

c¢) (Para qué ranuras y distancias se cumplen condiciones equivalentes con ondas de
sonido?

d) Para alguno de los casos anteriores calcule y grafique como cambia la distribucion de
intensidades si la onda incide con un angulo de 10° respecto de la normal al plano de la
ranura.

e) Idem d, si la ranura se ilumina con una fuente puntual ubicada a una distancia L’.

2) Delante de la ranura del problema anterior se ubica una lente de distancia focal f.

a) Calcule el perfil de intensidad en una pantalla plana ubicada en el plano focal de la
lente.

b) Lo mismo si la onda incide con un dngulo de 10°.

¢) Si inciden ambas ondas (a y b) ;qué condiciones debe cumplir la lente para que las
manchas respectivas queden nitidamente separadas?

d) ;Con qué precision debe ubicarse la pantalla en el plano focal para que valgan los
resultados de los puntos anteriores?

3) Una fuente puntual estd ubicada a una distancia s de una lente de distancia focal f.
a) Calcule la funcion de onda en el plano imagen.
b) calcule el perfil de intensidad. ;Qué informacion se perdi6 al medir la intensidad?

4) Se tiene una onda monocromatica de perfil Gaussiano que en z=0 tiene la forma:
l//(x,y,t) — Ao ef(xZerz)/ZO'Z

a) Calcular en la aproximacion paraxial (integral de Kirchhoff) la funcion de onda en un

plano z=cte cualquiera.

b) Calcular el perfil de intensidad en dicho plano. ;Qué informacion se pierde al medir

la intensidad?

¢) Con el dato de la funcion de onda en el plano z, calcule nuevamente la funcion de

onda en un plano z’ posterior. Notar como se recupera el ya calculado originalmente

para todo z. ;| Porqué no puedo calcularlo si conozco solamente el perfil de intensidades?

5) En el plano z del problema anterior se ubica una lente.

a) Calcular la funcion de onda ahora en un plano a una distancia z’ de la lente. Escriba
la expresion integral y resuelva suponiendo la lente de didmetro mucho mayor que el
haz Gaussiano. Discuta como cambia segln la ubicacion de la lente. ;Como es el perfil
de intensidades en el foco de la lente? ;Para qué valor de z dicho perfil es mas angosto?
b) Para el problema anterior, encuentre la nueva cintura del haz (el plano de minimo
ancho espacial).

¢) Discuta el caso particular en que z=f (lente ubicada con el foco en la cintura del haz)
d) ;Como cambia el punto a si la lente tiene didmetro mucho menor que el didmetro
caracteristico del haz.
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;Cuantas predicciones incorrectas necesito para perder la confianza en una
teoria?

Capitulo 11
DIFRACCION POR OBJETOS PERIODICOS

11.1. Caso de estudio: Atravesando una diapositiva rayada

El experimento en este caso es similar al realizado al principio del capitulo
anterior, pero esta vez en lugar de una ranura, colocamos interceptando al haz del laser
una transparencia rayada con franjas paralelas opacas equiespaciadas. En la figura 11.1
se muestra el aspecto de la transparencia ampliada y un grafico del coeficiente de
transmision t(x’). El valor de d (periodo de las rayas) conveniente es entre 0,0lmm y
0,1mm.

- B >

tA
III |
>

Xl

o

Figura 11.1.1: A la izquierda aspecto ampliado de la transparencia conformada por
rayas negras paralelas equiespaciadas de ancho total D y altura H. A la derecha: grafico
del coeficiente de transmision de la transparencia en funcion de la coordenada x’ en la
direccion de la periodicidad. d: periodo de las rayas.

Si observamos en una pantalla a un par de metros de distancia observamos una
serie de maximos de intensidad equiespaciados. Si disponemos de otra transparencia
con otro espaciado d’, veremos que el espaciado de los méaximos en la pantalla es
inversamente proporcional al espaciado en la transparencia. Un primer andlisis
cualitativo lo podemos hacer pensando en la similitud entre este resultado y el de la
interferencia entre N fuentes puntuales observadas en la direccion perpendicular a la
recta que une las fuentes. S6lo que en este caso no tenemos fuentes puntuales sino que
cada ranura actuaria como una fuente, y estariamos observando la interferencia entre
ellas. Si lo queremos analizar en forma cuantitativa comenzamos por considerar el caso
de observacion en campo lejano (ec. 10.3.7):

D? << Ar 11.1.1

condicion marginalmente vélida en nuestro ejemplo, con D=0,5mm, A=0,7um y r=2m.
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transparencia pantalla
rayada

laser

Figura 11.1.2: Esquema del experimento. Una transparencia rayada obstruye el haz de
un laser y se observa la intensidad en una pantalla.

Con lo que la onda difractada queda como el producto de una onda esférica por
una funcion solamente de 6 y ¢ (ec. 10.3.11):

_ i(wt—kr)
Fot)=— S, 11.1.2
w(7,1) Sy 0,9)
siendo
S(0’ ¢) _ (1 + (;ZOS 0) J.J.t(}j:v)l//inc (l—;v)eik(x'senecos¢+ysen9sen¢)dxydy, 11.1.3
o
Con (ver figura 11.1.3):
= sen@cos ¢
" 11.1.4
Lo senbseng
p

En lo sucesivo escribiremos las funciones como dependientes de (x,y) o (&, ¢)
segin convenga o simplifique la notacion.
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v

Figura 11.3.1: » indica la direccion de observacion. La transpar3encia se
encuentra en el plano x,y.

En el caso de nuestro experimento estariamos iluminando con una onda
Gaussiana (¥c). Para hacer un analisis mas simple al menos como primera
aproximacion, supongamos que iluminamos las rayas con una onda plana
monocromatica que incide normalmente a la superficie de la transparencia:

v, (F)=A 11.1.5

y la transmision es:

a I1si 0<x'<d2
tr") = ] 11.1.6
0si d2<x'<d
y
t(x'+d) =t(x") 11.1.7
la integral 11.1.3 queda
H D
S(@, ¢) — @AJ.eik(y'sen&senmdy"'-t(xy)eik(x'senﬁcosqé)dxy 1 1 1 8
0 0

donde hemos separado explicitamente la integral en x’ e y’. La integral en y’ es la
misma que encontramos en la difraccion por una rendija rectangular, y es la integral en
x’ la que contiene la informacion sobre la estructura periddica de la transparencia.
Escribimos 11.1.8 entonces como:

ikHy sen(@)

_ (I+cosb) AH . 2
S(9,¢)——2 5 e —kHy I(x) 11.1.9
2r
donde
D .y
I(x) = jt(x')elkxx/”dx' 11.1.10

0

En 11.1.9 se reconoce el término de la forma sen(uy)/uy correspondiente a la difraccion
de una ranura que limita en la coordenada y’. Hay un término de fase adicional (kHy/2r)
debido a que no centramos la ranura en y’=0, sino que esta desplazada en H/2. La
integral 11.1.10 contiene toda la informacién sobre la periodicidad en x’. Si N es el
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numero de rayas iluminadas en el ancho D, se puede partir esta integral en N integrales
similares cuya suma dara la forma a la interferencia entre N fuentes (no puntuales en
este caso):

2d Nd . N-1
I(x) = j ()™ '+ [(x)e™ T+ [t dx' = YT, (x) 11111
0 d (N—Dd =0
con
(p+hd (p+1)d .
I,(x)= .[t(x')elkxx I7 gyt = It(x'—pd)elkm 7 gy 11.1.12
pd pd

donde hemos utilizado 11.1.7 p veces en el ultimo paso. Cambiamos el origen de
coordenadas en la integracion de modo que todas las integrales comiencen en 0:

u=x'-pd 11.1.13

quedando
d o .
I,(x) = [t@)e™ " du = ™" [ (x) 11.1.14
0

donde Iy(x) es el término para p=0, correspondiente a la difraccion por una rendija de
ancho d/2:

kdx
ikdx sen(4—)
—_ 4 r
Io(x)—ze i 11.1.15
4r

y reemplazando 11.1.14 y 11.1.15 en 11.1.11, la sumatoria resulta idéntica a la que
aparece en la interferencia de N fuentes puntuales (ec. 9.8.3 y 9.8.5):

(—)N sen(—N)
I(x) = Io(x)Ze’(xd/ NP = [y(x)e 2 — 2 11.1.16

p=0 sen(—
(2r)

y la funcién de onda resultade 11.1.16, 11.1.2 y 11.1.9

xd
“1e i(wt—kr) (7) Sen(—N)
w(7, t)—— S,(0,p)e _ar 11.1.17
27A xd
sen(—)
2r

donde Sy es el término de la difraccion de un rendija de ancho d/2 y alto H, que queda
multiplicado por el término de interferencia de N fuentes espaciadas en d.
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En la figura 11.1.4 se ilustra la intensidad resultante para el caso N=10 a lo largo
del eje y=0. Se observa que es el término de interferencia el que determina la posicion y
el ancho de los maximos, ya que el término de difraccion lo modula suavemente. Por
otro lado es el término de difraccion el determinante de la amplitud relativa de los
maximos, y en este caso particular ocurre que los maximos pares de interferencia
coinciden con ceros de difraccion y desaparecen (salvo el de orden cero).

100 : ' ' '
® |
(&)
g ] n
o S0 | : |
t I " I
_'G_J' I I ]
£ | | \ \
10 EREI :
1 B
) L
>‘ 1 1 1 1
X 05¢ A A ]
o | | | |
U) 1 1 1 1
. | | | 1 1 1 |
10 -8 -6 4 2 0 12 1 41 B 8 10
100 AR
5 b
> 50+ | | | | i
X | | | |
0 | | |
| | Al | | | | : | /II\ \: |
L4 6 8 10

0 i
0 8 6 4 2 0 12
kdx/2r !

Figura 11.1.4: Grafico de la intensidad resultante con una transparencia de 10 rayas de
ancho igual a la mitad del periodo. Superior: término de interferencia. Medio: término
de difraccion de una rendija de ancho d/2. Inferior: resultado de la difraccion, producto
de las otras dos funciones. Las lineas partidas son para guiar el ojo al comparar los
graficos.

11.2.Sistemas periodicos iluminados uniformemente

El sistema analizado en el punto anterior tiene aspectos que serdn comunes a
otros sistemas periddicos, como por ejemplo la posicion de los maximos de
interferencia, y aspectos que son propios de dicho sistema particular. Analicemos
entonces una situacion un poco mas general en que iluminamos con una onda plana
incidiendo en un angulo arbitrario sobre una transparencia periddica en x’ y factorizable
en las dos variables, de modo que:

l//mc (’—;y) — Ae_”;"'? _ Ae—i(koxx'-*—k(,y)") — Ae—ik[(sen]/cosg)x'+(sen7sens)y'] 1121

(F) =1, (5 ), (x') 11.2.2
o (xd) =1, (x')
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Con vy € dados en la figura 11.2.1

v

Figura 11.2.1. Definicién de los angulos polares utilizados.

Si repetimos el analisis anterior en la aproximacion de campo lejano vale 11.1.2 y
11.1.3, que con 11.2.1 y 11.2.2 queda:

(1+cosf)
2

H D
S(@, ¢) — AI ty (y,)ety'[k(senﬁsen@—koy]dyqj. tx (xy)eix'[k(senﬁcosqﬁ)—kox]dxy 1 123
0 0

Ahora debemos repetir el truco de dividir la integral sobre x’ en suma sobre cada
periodo de la transparencia como en 11.1.11 y luego hacer el cambio de variables en
cada una dado por 11.1.13 resultando:

D ) N-1(p+tDhd A
1(9’ ¢) — jtx (x|)elx[k(sen&cosyﬁ)fkm]dxv — J‘t,c (xy)etx[k(sengcos,(/ﬁ)—kox]dx, 1124
0 =0 pd

=

Y cambiando de origen de integracion en cada tramo tomando x'=u + pd :

q N-1
1(9’ ¢) — J.t,( (u)eiu[k(senﬁcosyﬁ)—km]duz eid[k(senﬁcosgﬁ)—ko'r]p 1 1.2'5
0

p=0

Esta ultima sumatoria es el término de interferencia de N fuentes y la integral
corresponde a la parte de difraccion de un objeto descrito por un periodo de la
transparencia. Insertando este resultado en 11.1.2

(7, 1) = -1 g™ S, (6, p)e 1k endcosd) ko, N 12 sen(d(ksen8cos¢ —k, )N /2)
Y 7 S T sen(d(ksenOcosg—k,.)/2)
11.2.6

donde Sy es el término correspondiente a la difraccién por un periodo, o sea

SO (H, ¢) — (1+CTOS9) J‘It(’;»y)l//inc (’—;y)ei[x'(kvenﬁcosqﬁfkm )+ky'sen6ken¢]dx|dy' 1 127

un periodo
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La expresion 11.2.6 nos indica nuevamente que tenemos una funcion resultante
de la interferencia de fuentes paralelas multiplicada por la expresion de la difraccion por
un unico objeto cuya repeticion periddica da lugar a la transparencia objeto de este
estudio. De manera similar al caso graficado en la figura 11.2.4 tendremos una sucesion
de picos de interferencia con maximos cuando:

dlksenOcosp—k,. ]
2

mrw 11.2.8

cuya amplitud depende de la amplitud con que cada objeto difracta en esa direccion y
esta dada por la ecuacion 11.2.7. Cabe notar que también la fase del maximo depende de
la fase que introduce Sy(6,¢).

Reagrupando en 11.2.8 y usando los dngulos indicados en la figura 11.2.1, es:

kO

X

:2—”sen7/cosg 11.2.9
A
Y entonces los maximos ocurren para angulos 0y, ,op, tales que:
mA
sen®, cosg, —senycos¢9=7 11.2.10

Notemos que la ecuacion 11.2.10 no es suficiente para determinar las dos
magnitudes 0, ,¢m . Es que solamente hemos dado la posicion en la direccion x, faltaria
dar su posicion segun y. Sin embargo no aparecié ningun termino de interferencia en esa
direccion por no ser la transparencia t(y’) periddica en esa variable. Una manera de
analizar esta situacion es pensar que segun y’ el periodo es infinito (no se repite) con lo
que se obtendria una ecuacion similar a 11.2.10 en el limite d—oo:

send send —senysens =0 11.2.11

Donde los cosenos en ¢ y en ¢ fueron reemplazados por senos por haber
proyectado en la otra direccion. Esta ultima ecuacion equivale a pedir que la
componente k, de la onda difractada no cambie respecto de la incidente:

k, =k, 11.2.12

p

Lo cual es cierto si #(y’) es constante o no introduce ningin desfasaje. Si #()’)
desvia el maximo en la direccion y, esto aparecerda en la expresion de S) y el
razonamiento sigue siendo valido.

En el caso particular de incidencia en el plano (x’,z’), o sea para ¢=0 vale (de
11.2.10):

sen@m—seny:m?l 11.2.13

Cabe notar que de la ecuacion 11.2.7 el maximo de Sy esta en =y, El maximo
de orden cero (m=0) ocurre también cuando 6= vy, o sea en la direccién en que seguiria
el haz de no encontrar un obstaculo.
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También cabe notar que ni 11.2.10 ni 11.2.13 tienen solucion para todo valor de
m. En el caso de 11.2.13 se debe satisfacer que:

1> senf, :m?i+sen7/>—1 12.2.14

Los dispositivos opticos disefiados con estructura periddica con el objeto de
medir la frecuencia de la onda incidente se los denomina redes de difraccién. Si uno
desea utilizar una red de difracciéon para medir la longitud de onda de una radiacion
incidente conviene que la mayor amplitud no esté en el orden cero (que no separa las
distintas frecuencias) sino en algtn otro orden. Para lograr esto conviene que el maximo
de Sy sea en la direccion del méximo del orden en que se desea medir (observar esto en
los problemas)

Volviendo a analizar las expresiones 11.2.6 y 11.2.7, vemos que la figura
resultante de la difraccion por una red cuando es iluminada con una onda plana tiene
aspectos caracteristicos que dependen basicamente de tres aspectos de la misma. Un
parametro central es la periodicidad, que determina la posicion de los maximos a través
de 11.2.13 o en el caso de incidencia mas general por 11.2.10. El 4ngulo de incidencia
también afecta la posicion de dichos méaximos. El otro parametro importante de la red es
el ancho de los méaximos de interferencia, ya que como se discutié en el capitulo 9.8,
determina la resolucion espectral del sistema. Al igual que al analizar la interferencia de
N fuentes, el ancho de cada pico esta determinado por el tamafio de la red (o sea el
producto Nd). La resolucion espectral nuevamente queda determinada por la relacion
9.8.16 o alternativamente la mas universal 9.8.18. La forma particular del objeto que se
repite periddicamente entra solamente en el calculo de Sy, y es crucial en el momento de
definir la eficiencia con que la red envia la radiacion en la direccion del maximo que
utilizamos para medir, evitando perder energia en ordenes que no son utilizados.

11.3.Sistemas periodicos, cuando la iluminacion no es uniforme

Vimos que ocurre cuando una transparencia periddica es iluminada por una onda
plana. El calculo se dividia en la suma de N sistemas que a lo sumo diferian en una fase.
Pero la iluminacion uniforme no es una situacion practica y para realizarla con una
aproximacion razonable hay que ensanchar el haz de iluminacion a dimensiones mucho
mayores que la red. Esto dard como resultado indeseado que la mayor parte de la luz se
pierde por afuera de la misma. La pregunta es como se puede encarar el problema de
apariencia mas compleja de una red iluminada por un haz limitado en el espacio. La
primera respuesta es escribir dicho haz como superposicion de ondas planas
(descomposicion espacial por Fourier), calcular luego el resultado para cada onda plana
y volver a componer la onda resultante como suma de la difraccion de cada una de esas
ondas. Con esto el problema queda resuelto.

Un primer caso de iluminacidon no uniforme que nos permite ganar intuicion
sobre lo que ocurre es el que se obtiene si la onda plana esta truncada y su parte espacial
es:

v, 0<x<D0O<y<H 113.1
0 en otros casos o

w(x)= {
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El resultado es el mismo ya resuelto, solo que cambiamos la interpretacion de lo que
vemos. Ahora el niimero de lineas N no viene dado por el tamaiio de la red, sino por el
tamafio del haz. Y en el resultado de la difraccion este tamafio entraba en el ancho de los
picos de interferencia. O sea que limitar el tamafio del haz tendra que tener como efecto
el mismo que reducir el tamafio de la red.

Si bien no esperamos pues resultados muy distintos, los célculos se complican si
pretendemos seguir el mismo procedimiento. Veamos el ejemplo ilustrado en la figura
11.3.1. La transparencia es periddica al igual que antes, pero la parte espacial de la onda
incidente depende de la posicion. Es asi que el producto de ambas, que es el ntcleo del
integrando en la ecuacion 11.1.3, no resulta igual en cada periodo de la red y por lo
tanto no se puede escribir como suma de integrales similares.

I

-10

t(x)

E(x)
o

tE

Figura 11.3.1. Ejemplo de difracciéon con iluminacién no uniforme. Superior:
transparencia periodica de la red. Medio: perfil espacial de la onda incidente. Inferior:
producto de ambas componentes que entran en la integral de difraccion.

Veremos que hay un camino alternativo para tratar este problema.
Aprovechamos la periodicidad de #(x) que podemos suponer infinita ya que una vez que
es mayor que el haz incidente fisicamente no es relevante esta extension. En ese caso
podemos desarrollar la transparencia #(x’) en serie de Fourier compleja (ver seccion
6.4). Usando el desarrollo 6.4.14 (que vale aun si #(x’) no es real) y cambiando ¢ por x’
queda:

((x") =Y Ce" "™ 11.3.2

n=—0

Con K la frecuencia espacial fundamental dada a partir del periodo espacial d por:

K, =" 11.3.3
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Con lo que en 11.1.3 ahora queda, usando que la integral de la suma es la suma de las
integrales y sacando de la integral los términos constantes:

S(e’ ¢) — ch (1 + Czos 0) J-.[eiKnnx'l//mc (;:V)eik(x'senﬁcos¢+ysem95€n¢)dxvdyv
n=—o0 S
11.3.4

Con lo que podemos introducir la notacion:

S(0,9) = iCnSn(Q,(zﬁ) 11.3.5

n=—00

Siendo

Sn (0’ ¢) = @j}eﬂ(ﬂm'wmc (xv’y|)eik(x'sengcos¢+ysen&ven¢)dxy dy; 1 136
S

Que nos indica que cada orden de difraccion, o sea para cada valor de n, se obtiene la
difraccion a orden cero de una onda incidente desviada por el término de fase lineal con
x”" de valor Kynx’, dada por:

iKynx'

W, () = €Sy (60 1137

Que para n=0 da la difraccion del haz incidente cuando no hay obstaculo, y coincide
con el pico de difraccion para el orden cero. Para los otros ordenes el haz incidente es
desviado un angulo 6, dado por:

ksen@, =K0n:%n 11.3.8

Lo que vemos entonces en cada orden es la difraccion del haz incidente desviado en ese
angulo. Si el haz no incide perpendicular a la red, podemos expresarlo como un haz que
se propaga segun z de funcién de onda espacial ¥y(x’y’) desviado por un termino
similar al 11.3.8 en un angulo de incidencia vy:

Voo (X', 3") = e ™"y (x', ") 11.3.9

Y ahora introducimos esta expresion en 11.3.7

iKynx' i(Kyn—kseny)x'

l//n(x'ﬂy'):e l//inc(‘x"y'):e WO(x'7y')

11.3.10

Y los maximos vuelven a aparecer en las mismas posiciones que las obtenidas para la
iluminacién uniforme (11.2.13):

sen@, —sen}/:m7/1 11.3.11
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Para afirmar estos conceptos con un ejemplo, veamos la difraccién por una red
de un haz Gaussiano en la aproximacion paraxial, agregando el truco de la lente para
observar en el plano focal en vez de irnos hasta el infinito (o sea en vez de analizar en
funcién del angulo). La situacion es ilustrada en la figura 11.3.2.

T

J\

Figura 11.3.2. Esquema para el estudio de un haz Gaussiano incidiendo en una red de
difraccion y observando en una pantalla ubicada en el plano focal de la lente.

Supondremos el haz incidente con la cintura en la red, o sea dado por la
expresion 10.5.3:

_(x12+y|2)

2
W.,.x, V) =we * 11.3.12

Que introducimos en 11.3.6 haciendo las aproximaciones indicadas e incluyendo el
término de la lente (10.4.6):

ik(x?+y'%) (x?+y?) l.k(X'X*'y')/)

S,, (x’ y) — IJ‘eiKOnx'e 2f l//oe 262 e I dx; dy'
S

11.3.13

Que es facilmente factorizable en dos integrales:

. , M _i ikg iky"z _i ,'kQ
S,y =wpyfetme e e Tax[e e 2 e [ dy'=y 1, (0)1(9)
11.3.14
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Donde las integrales I;(x) e Ix(y) son muy similares a I(x) de 10.5.6. Resolviéndola

siguiendo el mismo procedimiento se obtiene:

|7 -8, _
I,=.—e conp=1o02 11.3.15
a
y
azl Lz_,_ﬁ 11.3.16
AN

B(y)= — =
4(1 +zk} 4f

11.3.18

La parte dependiente de y no presenta mayor interes (no depende de #, es igual en todos
los ordenes), por lo que analizaremos en detalle la parte dependiente de x en que
aparecen los picos debidos a los distintos ordenes de difraccion. Si deseamos calcular la
intensidad media y no la amplitud de la onda debemos multiplicar 11.3.15 por su

conjugado, quedando para la dependencia en x:

2
/Ko ) k"o
1 _ S0
|1 |2 LR Y. S N A [k2c72+] ~ 7 , (” k") 2g?
. ~
2 2 2
11.3.19

Donde en el ultimo paso utilizamos la aproximaciéon de campo lejano:

ko << f
11.3.20

Vemos cada orden da una Gaussiana de ancho:

o'= < 11.3.21
no

NG

Centrada en:
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A,

: 11.3.22
d

X

Que son los mismos centros que se obtienen en el caso de iluminacion uniforme
aplicando la aproximacion paraxial a 11.2.13. Vemos también como se esperaba que el
tamafio de cada pico (11.3.21) es inversamente proporcional al tamafio del haz incidente
(al tamafio de la red que es iluminado).

11.4.Sistemas periodicos en mas dimensiones

Hasta ahora hemos analizado la difraccion en sistemas periddicos en una dada
direccion. Hemos visto que aparecen maximos de interferencia en la direccion en el
espacio en la que todos los centros interfieren constructivamente. Son méximos de
interferencia cuyo ancho esta dado por la difraccion en cada objeto. Analizaremos ahora
la posicion de esos maximos si el objeto tiene periodicidad en mas direcciones. Para ello
consideraremos que incidimos sobre el sistema con una onda plana y evaluaremos la
onda difractada en una direccion dada. Cada direccion de observacion (6,¢) define una
onda plana que compone la onda difractada con vector de onda:

k = k(sen@cos @ % + senbsend  + cos 0 2) 11.4.1
Entonces si incidimos sobre el sistema con una onda plana de vector de onda
lgl.m, = k(seny cos & X + senysene y + cos y z) 11.4.2

Buscamos la direccion del espacio en que todas las ondas difractadas en los centros
difractares interfieren constructivamente, y ello nos dara la direccion de los maximos.
Hipétesis fuerte: la onda difractada en un centro no vuele a difractarse en otro. En la
jerga se dice que no hay dispersiones multiples. Esto es una aproximacion que tiene
mayor validez cuanto mas débil sea la dispersion en cada centro. Es decir al interactuar
la onda incidente con el centro dispersor, la mayor parte de la energia continta en la
onda sin perturbarse y por lo tanto podemos despreciar dispersiones sucesivas. A esta
aproximacion se la denomina difraccién cinemadtica, en contraposicion a la difraccion
dindmica en la que si se tienen en cuenta las dispersiones multiples.

Partiremos entonces de la ecuacion 11.1.2, y escribiremos la onda dispersada
como la suma de las ondas dispersadas por cada centro:

_ i(wt—kr) _ 1 i(wt—kr)

1 e e
Ft)=— SO,4,7.6)=—— %S (04,7, 11.4.3
(= ———50.4.7.6)= T —— Z (0.8,7.¢)

Donde hemos incluido explicitamente que el término de dispersion depende del angulo
de la onda incidente. La suma es sobre los distintos objetos dispersores, cada uno
contribuyendo con S,, que solamente difieren en la posicién en que estdn ubicados
Supondremos conocida la difraccién cuando se tiene un solo objeto ubicado en el centro
de coordenadas:

S$0,0,7,8)=8,(0,8,7,¢) 11.4.4
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Donde Sy es complejo e indica la amplitud y la fase de la onda difractada en la direccion
(6,¢) si la onda incidente es plana y en la direccion (7,¢).

Seglin las dimensiones en que se repita periddicamente la estructura difractante,
la manera en que convendra agrupar los términos de la sumatoria. En la figura 11.4.1 se
ilustran sistemas periddicos en una, dos y tres dimensiones. En el caso de una
dimension, los centros de cada objeto se contienen como multiplos de un vector a
dirigido en la direccion de la periodicidad y de longitud igual al espaciado entre los
objetos contiguos:

r,=ma=r, —r, 1<m<M 11.4.5

Donde hemos dispuesto M objetos en esa red.
Para el caso de dos dimensiones, cada punto de la red se puede indicar por sus

coordenadas en la base de los vectores @ yb como:

r :ma+pI; 1<m<M 1<p<P 11.4.6

mp

Habiendo en este caso MxP objetos. Y para el caso en tres dimensiones, la base tendra
tres elementos y distribuyendo MxPxQ objetos queda:

Fo=mi+pb 1<m<M 1<p<P 1<¢<Q 11.4.7

De modo que barriendo los indices m,p y g segun el caso se podra sumar sobre
todos los objetos. El problema es entonces escribir la difraccion de un objeto que se
encuentra desplazado respecto del origen de coordenadas en funcion de dicho
desplazamiento. Para ello supondremos un objeto desplazado en 7,, calcularemos la

onda incidente en el sistema de coordenadas desplazado en 7, aplicaremos la expresion

de la difraccion 11.4.3 aplicada a un solo objeto centrado (11.4.4) y luego volveremos al
centro de coordenadas original desplazandonos en —7,. En la figura 11.4.2 se ilustran

los dos sistemas de coordenadas y la notacion en uso. El origen de coordenadas es O, el
sistema centrado en el objeto tiene un sistema fijo a €l con centro O’ desplazado en 7.

El punto de observacion es R de coordenada 7 en el sistema O y coordenada 7' en el
sistema O’. Trabajaremos en la aproximacién de campo lejano:

) R 11.4.8
7 paraleloar' osea 0 =6"y ¢=¢'

Y la onda incidente con vector de onda dado por 11.4.2 es en cada sistema:
v, = Ae i(@t=kye F) _ Ae i(@t=Fy (F'+5)) _ Ae —ik e .Foei(wt—E,n(, 7Y 11.4.9

Donde cabe notar que al cambiar de origen simplemente se introduce una fase dada por
el producto escalar del vector de onda por el vector desplazamiento.
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Figura 11.4.1. Sistemas periodicos en 1, 2 y 3 dimensiones.

La onda difractada en el sistema O’ se obtiene de 11.4.3,11.4.4,11.4.8y 11.4.9:

1 il

- e ik 7
r't)=—— e S (0,0,7,) =
w(r',e) Sy R 0(0,9.7.€)

11.4.10

ei(wz—i?.f')

-1
27 7'

Y al volver al origen O, por estar en campo lejano (11.4.8) cambiamos »’ por » en la
amplitud y

kF'=k(F—F)=hkr—k7F, 11.4.11

Porser k y 7 paralelos. Con lo que

i(wt—k.7) | ei(wt—/?.f)

ik.Fy =ik, T,
e oe inc OS 9’ , ,(C,‘ —
0(0.0,7,¢) _27[&

w0 =—— ¢ (0,0,7,6)

27A
11.4.12
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A T

Figura 11.4.2: Cambio de origen de coordenadas. r indica la direccion de
observacion. El objeto esta centrado en O’, y en l;a aproximacion de campo

Vemos pues que al desplazar el centro dispersor solamente introducimos un
término de fase que depende de la posicion del centro, y la diferencia entre el vector de
onda incidente y el dispersado (direccion de observacion). Poniendo explicitamente la
posicion de cada centro 7, en vez de 7, para cada sumando de la expresion 11.4.3 queda

i(wt—kr) i(wt—kr)

1l e

- — e
7t =
w(r,t) >

1
274 r

2.5,(0.4,7.6) = Sy(0,4,7,8)> &

11.4.13

Ahora solo queda evaluar la sumatoria de los términos de fase para cada uno de los
ejemplos de la figura 11.4.1.

Caso unidimensional.
La posicion de los centros esta dada por 11.4.5, con lo que:

zei(k—k,m. )7, — Zeim(k—k,m. ).d 1 1 4 14

n m=1

Esta expresion es la suma de nimeros complejos de modulo unitario y toma el
valor méaximo cuando todos los sumandos valen 1, en que la suma valdra M. Esto ocurre
cuando las fases son multiplos enteros de 2:

(k—k )d=2nr 11.4.15

inc

Que utilizando 11.4.1 y 11.4.2 conduce a
ni
sen6 cos@, —senycoss =— 11.4.16
a
Que coincide como era de esperarse con 11.2.10
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Caso bidimensional.
De manera similar queda ahora una suma sobre m y p al usar 11.4.6 se obtiene:

ze:(k Kine )7y Zzet(k Kine )(mii+ pb) 11.4.17

p=1 m=1
Y los maximos ocurren cuando

(k —lgmc).é =2mr
(k—k, )b =2n7

que impone dos condiciones sobre el vector emergente k.Siel objeto esta recostado
sobre el plano xy, las condicones determinan las proyecciones &, y k,. Si agregamos la
condicion fijada por la velocidad de fase:

K| =k =24k k2 =2

v,
11.4.19

11.4.18

lVlC

con esta tercera ecuacion determinamos el valor de la proyeccion restante k.. Como
11.4.19 admite dos soluciones, una positiva y otra negativa, habrd una solucion
transmitida y otra reflejada.

Caso tridimensional:

En forma completamente andloga al anterior:

Zez(k KTy _ zzze’(k Kipe ):(mii+ pb-+4¢) 11.4.20

(l; _]_(.inc) Zl = 2”[171'
(k—k, )b =2n,7 11.4.21
(l_é - Einc) E = 2”137[

que da tres ecuaciones a la que hay que sumarle la condicion impuesta por la velocidad
de fase (11.4.19, con lo que se tiene un sistema sobre especificado. Solamente habra
solucidn si o bien nos permitimos dejar libre la frecuencia o bien rotamos la orientacion
del objeto o la onda incidente hasta encontrar una coincidencia en que se satisfacen las
cuatro ecuaciones.

Un caso de uso muy frecuente de la difracciéon en objetos periddicos es la
determinacion de la estructura cristalina por medio de rayos X. La idea es determinar la
posicion ordenada de los atomos en un cristal observando la figura de difraccion. Se
utilizan rayos X de longitud de onda del orden de la periodicidad de la red, de modo que
los maximos aparezcan a angulos grandes. Hay dos maneras de variar la orientacion del
cristal, una es moliendo la muestra en pequeas cristalitas que queden orientadas al azar
(o aprovechar que el cristal ya estd constituido por tal mezcla), la otra es rotando la
muestra seglin dos ejes y observando la difraccion para cada orientacion.
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Guia 11

1) En una rendija de ancho D se ubican sucesivamente distintas diapositivas de
transmision t(x,y). Calcular para cada caso el perfil de intensidades en un plano ubicado
suficientemente lejos como para que valga la aproximacion de Fraunhofer. Discutir
cualitativamente los resultados. Proponga para cada caso como construirlas.

a) t(x,y)= cos(ax)

b) t(x,y)= cos2(ax)

c) t(x,y)=e*

d) t(x,y)= exp(-x*/d*) con d<<D

2) Con una onda plana se ilumina en forma normal una diapositiva de estructura
periddica. Si se iluminan N periodos, calcular en la aproximacion de Fraunhofer la
amplitud y la intensidad en una pantalla ubicada a una distancia L de la diapositiva, para
cada una de las siguientes transmisiones de las mismas:

a) t(x)= cos(Kox)

b) t(x)= 1+cos(Kox)

¢) t(x)= 1+sen(Kox)

d) t(x)= l1+cos(Kox)+ sen(2Kox)

Discutir las similitudes, diferencias y algln sistema sencillo para generarlas.

3) N ranuras de ancho a y separacion b son iluminadas uniformemente. Calcular la
figura de difraccion en el campo lejano. Discutir como cambia el patrén de intensidades
si se cambia el angulo con que se incide sobre la red. ;Qué pasa si inciden dos
longitudes de onda distintas, y en qué casos se distinguen los dos méximos?

4) Para los dos ejercicios anteriores de ejemplos alternativos de redes que den el mismo
patron de intensidad.

5) (Como cambian las figuras de difraccion si en los ejercicios 2 y 3 se ilumina con un
haz Gaussiano?

(Qué es propio de la forma de iluminar, qué de la periodicidad de la transparencia y qué
de la forma particular que se repite periddicamente?

6) Repita los ejercicios anteriores (2-5) para el caso en que se intercala una lente
después de la red. ;Y si se intercala antes?

7) Un espejo tiene una superficie ondulada de modo que la fase de la onda reflejada
varia segin ¢=0 cos(Kox). Si 6<<1, calcule la onda difractada en la reflexion.

8) Se tiene una estructura periddica con una transmision
t(x,y)= [1+cos(Kix)] {1+cos(K2y)]

calcular el perfil de intensidades difractado en la aproximacion de campo lejano.

9) Calcular la direccidon en que aparecen los maximos en una estructura bidimensional

NS

enque i=—-xyb=27.
1 3 y 5
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