Primer Parcial de Fisica Teérica 1 — 2do Cuatrimestre 2006

Problema 1. Dos cubos dieléctricos de lados L y permitividades €; y €2 se ponen en
contacto. Entre las caras de contacto de los dieléctricos y centrado en ellas se coloca
un dipolo ideal pg cuya direccién estd contenida en ese plano y es paralelo a una de las
caras laterales (ver figura). Todo el sistema estd encerrado en una caja a potencial cero.

a) Escriba las fuentes de los campos D y E en todo el espacio.
b) Encuentre el campo eléctrico E en todo el espacio.

¢) (Cudanto vale la densidad de carga de polarizacién y la carga total de polarizacién
en la interfaz de contacto de los materiales dieléctricos?

Problema 2. Dos anillos de radio b y densidad lineal de carga constante A y —\ se
colocan paralelos y a una distancia d = V/3b del centro de una esfera conductora de
radio a (a < b), un anillo por encima y otro por debajo de la esfera (ver figura).

a) Elija un sistema de coordenadas y escriba la densidad de carga total.
b) Si la esfera conductora estd aislada y tiene carga @, ;Qué voltaje alcanza?

c¢) Calcule el potencial electrostatico en todo punto del espacio usando el método de
separacion de variables. ; Cuanto valen el monopolo y el dipolo del potencial?

d) Sabiendo que la funcién de Green para condiciones de Dirichlet para el problema
externo de una esfera de radio a es

, 1 rl< 1/ a2\
Gote.¥) =473 oy 54 ()
Im

verifique la solucién hallada en c).
Problema 3. Se tiene un imén permanente con forma de cilindro finito ahuecado de
radio interno a, externo b y longitud L. El cilindro tiene magnetizaciéon uniforme My
en la direccién del eje del imén (2). (ver figura)

Vi (0, 8) Yim (0, )

a) Identifique las fuentes de los campos H y B en todo el espacio.
b) Calcule la componente Z del campo B en todo el espacio.

¢) Si se sumerge ahora el iman en un medio magnético de permeabilidad uniforme pu.
i Cuales son ahora las fuentes de H en todo el espacio?;Cambiaron?; En cudntas
zonas deberia separar el problema para resolver por separacién de variables?
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Formulas que pueden ser ttiles:

2
20+1

1 1
Po(x) = 1, Pi(a) =, Pa(a) = 5(30° ~ 1), / R@)P(w)dr = 5 b

Yio(0, &) — ,/% Py(cos8), % (" Jo(2)) = & Jy1 (), /OOO o, (ke) J, (K a)de = %5(/9—14/)



Soluciones

Problema 1

a) Las ecuaciones de Maxwell determinan las fuentes de los campos E y D. Estas son

VxE=0,y V-E=4mpta para el campo eléctrico E o
VxD=47V xP, vy V- -D =A4npjpe para el campo D.

Empecemos analizando las fuentes de D. Teniendo en cuenta todo el espacio, las
densidades de cargas libres incluyen la densidad de carga del dipolo ideal loca-
lizado en la interfaz de contacto de los dieléctricos y las distribuciones de carga
en las caras de los cubos puestos a tierra. Estas ultimas son las responsables de
apantallar el potencial generado por el dipolo de manera que fuera del cubo D =0
identicamente. Ademads de las cargas libres tenemos que analizar que sucede con el
rotor de la polarizacion. Si bien ambos cubos son dieléctricos con permitividades
constantes ¢; por lo cual V x P; =V x Eil;l E;, = 6‘4;1V x E; = 0 dentro de cada
cubo; en las interfaces puede ser, no lo sé a priori, que P x i # 0 (donde 7 es la
normal a la interfaz en cuestién) y por lo tanto tendré otra fuente de D. El hecho
que V x D no sea identicamente cero en todo el espacio implica que no se puede
asociar un potencial ¢p continuo tal que D = —V¢p.

Las fuentes de E son analogas a las de D, en este caso V x E = 0 en todo el espacio
lo que si permite definir en general un potencial continuo' ¢ tal que E = —V¢.
Entonces en este caso las unicas fuentes que quedan son las cargas, sean libres,
de polarizacién e inducidas en las caras de la caja a V' = 0. Ademds, puesto que
dentro de cada cubo V-E; =V - (%‘) = E%_V -D; = 0, sélo tengo cargas libres en
las superficies.
Vale la pena recordar que E, D y P no son independientes sino que D = E+ 47 P.
b) Para resolver el problema recordamos que las fuentes de E se encuentran sobre
superficies, por lo tanto dentro de los cubos y fuera de ellos vale la ecuacion de
Laplace para el potencial electrostético: V2¢(r) = 0. Voy a dividir el espacio en
tres zonas, a saber:?

zonal O<z<L, O<y<L, —-L<z<0
zonall O<ax <L, O<y<L, 0<z<L
zona III en otros lados

La zona III esté delimitada por las cajas a potencial V' = 0 y el infinito que también
podemos tomar como cero. Entonces, por unicidad de la solucién de la ecuacién
de Laplace tenemos ¢'I(r) = 0 y por lo tanto E = D = 0 en esta zona.

Puesto que las condiciones de contorno estdan dadas en las superficies de cubos
es conveniente trabajar en coordenadas cartesianas. Asi en cada zona propongo
separar variables ¢(x,y, z) = X (z)Y (y)Z(z), obteniendo las soluciones generales

X(z) = Ae"™®  Be™ ™ Y(y) = A+ BeT v Z(z)= A" 4+ B'e?

con 72 = o? 4 32. De las condiciones de contorno sobre la caja veo simplemente
que la solucién la puedo escribir

(z,y,z Z A, sin ( ) sin (@) sinh (Ynm (2 + L)) zona I

(x,y,z Z By, sin ( ) sin (@) sinh (Ypm (L — 2)) zona II

'Recordar que esto no es asf cuando hay una distribucién de dipolos perpendiculares a la superficie que se
atraviesa.
2 Atencién: estoy usando un eje 2 que crece hacia abajo en el dibujo.



Con Ynm = %\/n2 + m2.

Lo que hace falta ahora es solamente determinar los coeficientes A,.;, v Bpm. En
el plano z = 0 tenemos que la componente tangencial de E es continua y que la
componente normal D cambia debido a la densidad de cargas libres. Matematica-
mente

(E"-E")|, _,x2=0 (1)

es la continuidad tangencial de E, y se traduce en ¢'(z = 0) = ¢''(z = 0). 3 El
salto de la componente normal de D se escribe

-2 =4ATogpre  (en z =0)

(D" -DY|._,

donde libre = Tdipolo = —pod’ (x — L/2) d(y — L/2) colocando el dipolo p = poZ en
la posicién r = L/2(z + 9).

De la continuidad de ¢ sale que Ay, = Bpm y usando que los medios tienen
permitividades ¢;, y por lo tanto D; = ¢; E;, el salto de D se puede reescribir como

_(_, %
z=0 ‘1 0z

Que en términos de lo que ya encontramos nos da:

o) = —Aam o= L/ 0l - 1/2)

. o/nmxr\ . [/mm
(€1 + €2) ; Ay Sin (T) sin (Ty) Ynm €osh (Ynm L)

— —dmpod(z— L/2) 6y — L/2)
Para encontrar los coeficientes Ay, multiplicamos la igualdad por elementos de la

base con la cual expandimos, en este caso sin(n'mz/L)sin(m/ny/L) e integramos
de 0 a L en x e y. Usando que

/L sin(nwz/L) sin(n'7z/L)dx = (5,m/§
0
y que [ f(z)d'(z — zo)dz = —f'(x0) (si zo estd en el dominio de integracién). Se
obtiene
A, = 167 po cos(nm/2) sin(mm/2) nm
Ynm cosh(Ypm L) (€1 + €3) L3
De aqui es facil encontrar el campo eléctrico como E = —V ¢, obteniéndose

nnx

E=- ZA”’”% [n COS(T) sin(mﬂ

. NTT m
+ msin(——) cos( 7

Yy sinh (Y (L — |2])) @

> %) sinh (o (L = |21)) 3

+ vn?+m? sin(?) sin(mﬂy) cosh (Ynm (L — |2])) signo(z) 2|,

donde para simplificar usé que la dependencia en z en cada zona se puede escribir
con |z|.

3Notar que si se elige calcular el potencial para D, i.e. ¢p tal que D = —V¢p la condicién (1), siempre
valida en electrostatica, da lugar a un ¢p discontinuo.



¢) Pasemos a encontrar la densidad de cargas de polarizacién en la interfaz; por un
lado sabemos que

(D" —DY|__, - 2 = 470libre, (2)
pero ademas para E vale que
Ototal
(EH - EI) ‘2:0 ‘2= AT ototal = 4T (Ulibre + Upolarizacién) (3)

Como los dieléctricos tienen permitividades €1 y e, tenemos que El = DI /€2y
E' = D!/¢; y por lo tanto restando (3) y (2) usando que EY|,_o-2 = —El|._¢ - 2
y (D' -DY .z = 40 dipolo Obtenemos

1 A
Opolarizacién = — E (EI + DH - EH - DI) =0 "z
1
=— —[1-1/e)D"— (1 —1/e;)D! -2
gy [(1—1/e) (1-1/e)D'] P
Odipolo
=——|2—€ —¢€
€1+ €2 [ ! 2

y por lo tanto onlarizacién

de un dipolo ideal es cero.

.= fOL dx fOL dy Opolarizacien = 0 pues la carga total

Problema 2

a) Puesto que tengo una conductor con forma esférica en el cual el potencial elec-
trostatico es constante voy a elegir coordenadas esféricas centradas en el centro del
conductor para describir el problema.

Entonces me doy cuenta que el anillo desplazado

A \ en % estd contenido dentro de un cascarén de ra-
. dio g = Vd2 + b2 = V3b2 + b2 = 2b (ver dibujo).

La posicién z del anillo superior es z = d que en
! . coordenadas esféricas se escribe d = z = rg cos b
' o sea cosbly = d/rg = \/gb/(%) = \/§/2 Resu-
g X / miendo el anillo superior est4 localizado en r = 2b

d, . .
= ‘ P y 8 = 6y. Por lo tanto su densidad se escribe
p+(r) = Ad(r —2b)d(cos @ — cosby) donde la cons-
tante A la encontramos ahora pidiendo que la carga total del anillo sea Q1 = 2w b A

0 1 2T
Q+ = /dgr p+(r) = / rgdr/ d(cos 0)/ dp Ad(r — 2b) 6(cos O — cos bp)
0 -1

0
= A2m (2b)% = 27bA

y por lo tanto A = A\/(4b) y p+ = A/ (4b)d(r — 2b)d(cos @ — cos by). Andlogamente
para el anillo inferior con densidad lineal —\ localizado en z = —d obtenemos
p—(r) = —X/(4b)0(r — 2b)d(cos O + cos ) con lo cual la densidad total de carga de
los anillos es

p(r) = %5(7‘ —2b) ((5(0086’ —V/3/2) — §(cos 0 + \/5/2)>



que también puede escribirse

A
"~ 4b sinf

p(r) 5w—2m@w—ag—&e—w+%0.

La esfera conductora tendrd un voltaje constante V{y que por ahora no conozco.
Sin embargo, el problema es equivalente a la superposiciéon de un problema con los
anillos y el conductor conectado a tierra y otro problema con el mismo conductor
solo con potencial Vj.

D U - P
‘ = ( ) + ( ?
— V — 0 %
> B S i
La carga total del conductor serd la suma de las car-

© 0. gas del conductor en ambos problemas. Usando el teo-

rema de Gauss es facil ver que el conductor a potencial

Vo tiene una carga total Qy = Vpa. Mientras que para

conocer la carga del conductor en el otro problema de

la superposicion con el conductor a tierra recurrimos al

- método de iméagenes. El anillo superior tendra asi una

T distribucién de cargas imagen con carga total QQ', que en

particular serd otro anillo. De la misma manera el anillo

© @=="9% inferior tendr una distribucién imagen con carga total

Q". Ahora, puesto que ambos anillos tiene densidades li-

neales opuestas y estan ubicados simetricamente respecto del centro del conductor

Q' = —Q" y por lo tanto la carga total inducida en el conductor en esta parte de la

superposicion serd cero. De aqui se concluye por superposiciéon que la carga total

del conductor es Qg = Q = Vpha y que por lo tanto el conductor alcanza un voltaje

Vo =Q/a.

Dentro del conductor el potencial es constante y por lo tanto por continuidad debe

ser ¢ = @Q/a alli. Para resolver el problema externo a la esfera me doy cuenta que

toda la densidad de carga de los dos anillos se encuentra localizada a una distancia

2b como se ve claramente de la expresion de las densidades de carga que calculé en
el punto a). Asi tenemos solo dos zonas més para calcular ¢(r)

zona | a<r<2b
zona 11 r > 2b

Dentro de cada una de esta zonas no tenemos cargas y por lo tanto el potencial
satisface la ecuacién de Laplace, V2¢ = 0. Puesto que estamos en una situacion
con simetria azimutal (no hay dependencia en ) propongo soluciones generales en



cada zona de la forma

- B
o' (r,0) = Z (A”«l + Tl+l1> Pi(cosh) y
=0

B/
11 l l
¢ (r,0) = Z (Agr + 7«l+1> Py(cosb).
1=0
La zona II llega hasta el infinito y como las cargas estdn localizadas el potencial
puede tomarse cero, por lo tanto A] = 0 VI. Ahora comienzo a imponer la otras
condiciones de contorno:

e Potencial constante Q/a en r = a, o sea

¢'(r =a,0) = Qfa= Z (Azal + Bz/alﬂ) Pi(cos ).

=0

Para encontrar una relacién entre los A; y B; usamos la ortogonalidad de los P,
obteniéndose que

B

%:A0+70—> By=Q —Apa sil=0
B

0=A +— — By = —A; " sil#0
a

Entonces, separando explicitamente la contribucién de @)

20+1

¢'(r,0) = % + ZA[ (rl - il+1 > Py(cosB).
1=0

En esta expresién vemos claramente la superposicién discutida en el punto a).

e Continuidad de la E tangencial: El potencial electrostatico es continuo al atrave-
sar una densidad superficial de carga, o sea, ¢'(r = 2b) = ¢'!(r = 2b). En términos
de las constantes A; y B esto se traduce en

Q a _36 ;o <7
—+A0(1—2—b)_2b ~B,=Q+Ay(2b—a) sil=0

a2+l By o+l 2+1]

Con lo cual los potenciales en cada zona los podemos reescribir como

| Q o0 . a21+1
Hr0) =24y A [ S ] P(cost) y

=0
I _Q A 21+1 2l+1
¢ (r,0) = o + 2 sy [(2()) —a } Py(cos¥).

eSalto de la E normal: Puesto que en el borde entre la dos zonas hay carga, la

componente normal de E no es continua, sino que satisface

(EH o EI>

-n=4nc conn=r (4)



donde o es la densidad de carga en la superficie r = 2b. Esta proviene de los anillos,
ya que la densidad de carga en volumen es

p(r) = ﬁé(r —2b) [6(cos @ — cosby) — d(cos B + cos by)]

podemos escribir simplemente®

ﬁ [0(cos O — cosBy) — d(cos — cos by)]

g =

Por lo tanto
11 I
;i o O:;% T 47T¢b [0(cosf — cos ) — d(cos b + cos )]

0 sea,

g 2+1
[ 1(26) 1 + (Qb()lzj;l)] Py(cos0)+

l 1)
+ [ 26)2+1 _ ¢2+1] Py(cos 0)

— % [6(cos§ — cosbly) — 6(cosf + cosbh)] (5)

De esto y usando nuevamente la ortogonalidad de los P, se obtiene

A

A=y

[P(cos by) — Pi(— cos b))

y de ahi,

a2l+1

~ @y 7| Pi(=cosbo) = P(costo)| ¥

TA

B = =
L)

[(21))2”1 — azHl} [Pl(cos 0o) — Pi(—cosby)|.
Para analizar el desarrollo multipolar escribimos explicitamente el potencial para
r grande, i.e., en la zona II:

¢II(T, 6) Q + 71')\% [(21))3 _ a3] [Pl(COS 90) — Pl(— cos 00)]

Py (cos )

Pi(cosb
Y b (@21 — a241] [Beos ) - (- cos o] L)
l_

y usando que Py(z) =1y Pi(x) = =z,

QZ)H(T‘, 0) = Q + %2 [(2[))3 — a3] 2 cos fg

cos

Si tiene dudas use Gauss para calcular la carga contenida en un volumen en forma de seccién de cascarén
de espesor ¢ alrededor de » = 2b y dngulo sélido d)’ y haga tender € a cero. La carga neta encerrada en ese
limite es, por definicién, o (2b) dSY'.



podemos observar que el monopolo del potencial vale Q) (como ya sabiamos) y que
dipolo est4 en la direccién 2 y vale (usé que cosfy = v/3/2)

. V3 .
p=p.2= 2—b7r)\ [(2())3 - a3} z.
d) Segun la definicién de la funcién de Green para condiciones de Dirichlet, el potencial
afuera de la esfera conductora se puede escribir

I
o(r) = /V Gp(r,r') p(r) d*r' _ b - o(r')V'Gp(r,r') - ad>

™

Zs

donde V es el volumen externo a la esfera, es decir, donde esta definida la funciéon de
Green que tenemos y donde queremos el potencial. 9V es la superficie que delimita
ese volumen, en este caso la esfera a v = a y el infinito, y la normal 7 es externa a
cada una de esas superficies.

El céalculo de 77 es directo,

densidad de carga de los anillos

T, = / 2dr' d(cos 0) dy 4%5(7" — 2b) (6(cos 0" — cosBy) — 6(cos 0’ + cos 00)> X
1%

1 2\ (+1
re 1 <a>
[+1 /
r> a rr

funcién de Green

Y (07,9") Yim (6, )

Puesto que el problema tiene simetria azimutal (la carga no depende de ), la
integraciéon en ¢ de los armonicos esféricos es distinta de cero sélo si m = 0.7
Integrando en 7’ y ¢’ obtenemos

2b)?
(2m)dm ZZ: 2(1 +) 1

rl< 1/ a2 b+l , ;o A
F - = <2br> /d(C039 )Y (0 7%0)3/10(9790)@

a

X [0(cos @ — cosBy) — d(cos @ + cos )]

que escribiendo Yjg = 22—;1 Py(cosf) da

rl< 1/ a2\
l

>

[P;(cos ) — P,(— cosby)] Pi(cosb)

En esta expresion r« = min{2b,r} y r~ = méx{2b,r}.
Para calcular la contribucion de superficie del Teorema de Green, Zo, tengo en
cuenta que el potencial es constante en las dos superficies contenidas en 9V y que

SRecordar que Yi,, = A P/"(cos ) e"™? y que f027r emPdp = eime

m

2w
=0 param #0.
0




ademads en la superficie en infinito V' = 0. Asi solo queda la contribucién en r = a
que se escribe

~~
L=—2v [ Vi) Chaay = 2 [ 290

250/
dQ
4m e 4ma or' ¢

r’'=a

Para hacer la derivada de Gp tenemos en cuenta que integrando en 7’ = a estoy
en el caso r > 1/, es decir, r« = 1" y r~ =7 en Gp(r,r’). Lo que significa que

0Gp 1 * ! ot
o= 47rz ST Y (0, ¢") Yin (0, ) [r”l + I+ l)m
Im
8GD 1 . lal*l 0}71
S = 4772 i1 Y, (0", ") Y (0, ) [r“’l + 1+ 1),,z+1
Im
* / / alil

Im

Y entonces debido a la ortogonalidad de los Y}, (6, ¢') solo sobrevive el término
conl=m=0

/ O0Gp
or'

Sumando Z; e Zs y sabiendo quién es r- y 7~ se obtiene el mismo resultado de
antes.

1
a’dQ) = 4r a® aT Yoo(0, ) /YOO(9/> ¢') dsY

r'=a
4ma

—— osealy = —.
r T

Problema 3

a) Las fuentes del campo H se escriben en general como

V-H:47T,0M, y VxH= 4?W‘]]ib]re

donde la densidad de cargas magnéticas es ppy = —V - M y Jjipre son las corrientes
libres. Puesto que el iman permanente del problema tiene magnetizacién uniforme
M = MjZ, no tenemos cargas magnéticas en volumen (V-M = 0 en volumen). Sin
embargo, si tenemos densidades superficiales de carga de magnetizacién en algunas
de las superficies que delimitan el iman. Sabiendo que la s de magnetizacién se
escriben en general como oy = M -7 donde 7 es la normal exterior al volumen de
material magnético, vemos que en este problema tenemos o) solo en las tapas del
iméan. En la tapa superior n = 2 y por lo tanto op4 = Mo2 - 2 = My, mientras que
en la inferior oyj— = MpZ-(—2%) = — M. En las tapas laterales (internas y externas)
al tener 7 oc 7 % son cero (M -# = 0!). Por otro lado como no hay corrientes libres
(Jiibre = 0) tenemos que V x H = 0. Esto nos permitira definir un potencial para
H andlogamente a lo que sucede con el campo electrostatico.

S Atencién! estoy usando coordenadas cilindricas (r, @, 2).



Desde el punto de vista del campo magnético B, tenemos que sus fuentes son

0
A1 [~
V-B=0 y VXBZ? Jiibre M

donde las corrientes de magnetizacién son Jy = ¢V x M. En volumen, VM =0
implica que no hay corrientes de magnetizacion en volumen, pero sin embargo las
hay en superficie pues M x i # 0 en las superficies laterales internas y externas
del iman. En particular,

en r = a (radio interno) M x i = Myz x (—7) = =My p
en r = b (radio externo) M x i = Mz X # = My

O sea que las fuentes de B son dos corrientes superficiales en la direccién ¢ loca-
lizadas sobre superficies distintas.
Puesto que B, H y M no son tres magnitudes independientes, sino que H =
B—47M y M en este problema es conocido, uno debe elegir si resolver el problema
para H o para B, y después usando su relacién con M calcular el otro. Asi elegimos
calcular H primero. Recapitulando, este cumple con V x H = 0 en todo el espacio
y V-H = 0exceptoen z = L/2y z = —L/2 en donde hay carga de magnetizacién.
Estas pueden escribirse como oyry = MpO(r —a)©O(b —1r) y op— = —MyO(r —
a)Ob—r).7

b) Para calcular la componente z del campo B primero obtengo H y luego uso que
B = H+47M. El hecho que el rotor de H sea cero nos permite definir un potencial
para H, ¢(r) tal que H = —V¢. Usando entonces el andlogo eléctrico resuelvo la
ecuacion de Laplace. Para simplificar un poco los cédlculos lo que voy a hacer es
calcular el potencial generado por la corona de cargas magnéticas localizada en

z = L/2 y luego voy a superponer este resultado con el otro z = —L/2 y carga
opuesta.

Para calcular el potencial generado por la corona en z = —L/2 voy a usar se-
paracién de variables en la resolucién de la ecuacién de Laplace en dos zonas, a
saber:

zonal 2z < L/2
zona Il z> L/2

Ademds como la densidad de carga superficial tiene simetria cilindrica voy a ex-
pandir la solucién en la base de soluciones de la ecuacién de Laplace en esas coor-
denadas. ® Antes de hacer esto noto que el dominio en r va hasta infinito y no tiene
ninguna condicién de contorno particular a un r dado y por lo tanto tendré que
usar una base de funciones continua en r. Ademas la carga tiene simetria azimutal
y entonces de todos los elementos de la base solo necesito quedarme con esos que
tengan esta simetria. Asi puedo escribir el potencial como

Pl(r, 2) = /Oo A(k) Jo(kr) e dk (2 < L)2)
0

o (r,z) = / - B(k) Jo(krye ™ dk (2> L/2)
0

"Aquf uso la convencién O(z) =1siz >0y 0siz <O0.

8En realidad también puedo describir una sola corona en coordenadas esféricas centradas en el centro de la
corona. Pero cuando tenga que superponer este potencial con el de la otra corona corrida en z, no voy a poder
hacerlo de manera sencilla. Por esto elegi coordenadas cilindricas.

10



Como en el caso eléctrico, la componente tangencial de H no cambia al atravesar
z = L/2 y por lo tanto el potencial es continuo. Esto nos lleva a

P(r,z2=L/2) = ¢ (r, 2 = L/2)
/ h A(k) Jo(kr)eFE /2 dk = / h B(k) Jo(kr)e *E/2dk
0 0

Entonces usando que Jo(kr) es ortogonal a Jo(k'r),? uno muestra que A(k)e*t/2 =

B(k)e *L/2 por lo tanto si yo defino C(k) = A(k)eF/?2 = B(k)e /2 el potencial
lo escribo

P(r,2) = / C(k) Jo(kr) X1/ g,
0
¢"(r,2) = / C(k) Jo(kr) e FE=1/2)
0
Para determinar C'(k) usamos el salto de H en la superficie z = L/2.

(HH _ HI)

-Z=dnonm
z=L/2 +

o9 g’
0z lz=L/2 0z

/  Clk) 2k o (er) dis = 47 Mo O(r — a) O(b — 1)
0

1 =4rMoO(r —a)O(b—r)

Nuevamente multiplicamos por Jo(k'r)r e integramos de 0 a infinito, usando la
ortogonalidad tenemos que

b
C(K') = 27TM0/ Jo(K'r) rdr.

La integral puede hacerse usando que d(zJi(x))/dz = xJy(x). Obteniéndose

C(k) _ 27TMO

by (kb) — a Jy(ka)]

y por lo tanto el potencial puede resumirse en
>*1
¢(r,z) = 2w My / = [b1(kb) — ai(ka)] Jo(kr) e Flz—=L/2]
0

Finalmente para obtener el potencial total, superpongo el generado por la corona
de opy— = —opr4 centrada en z = —L /2, asi

Protal (r, 2) = 2 M / %[le(kb) — aJy(ka)] Jo(kr) |e F==L/2l — e—’f‘zﬁ/ﬂ dk
0

Puesto que B = H 4 47M tenemos que
—Viotal +4m Moz  dentro del imén
B H

—V dtotal fuera del iman

[ rdo(kr)Jo(K'r)dr = 1/k 6(k — k)
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Y en particular la componente £ es

21 My / [0.J1(kb) — aJy(ka)] Jo(kr) [e—klz—L/2l—e—k\z+L/2l dk
0

+47 My, dentro del iman

27 My /000 [bJ1(kb) — aJy(ka)] Jo(kr) [e‘klz_L/2|signo(z —L/2)

—e‘k|z+L/2|sign0(2 + L/Q)} dk, fuera del iman
\

Ahora el mismo iman permanente se sumerge en un medio de permeabilidad uni-
forme p. Formalmente las ecuaciones de Maxwell para H siguen siendo

4
VXHZ%hMmzo vV xH=4dmpy

Sin embargo, la magnetizacién total cambié pues ademas de la magnetizacién per-
manente del imédn MyZ tenemos la magnetizacién del medio de permeabilidad u.
Sabemos ademas que en la zona del medio magnético B = yH y como V-B =0
siempre, deducimos que V-H = V - (%) = %V -B = 0 ya que u es constante
en el medio. Esto nos demuestra que no hay fuentes nuevas de H en volumen. Sin
embargo, ; Qué sucede con la fuentes en superficie? Por un lado tenemos las fuentes
en superficie que usamos en b), pero ahora en las superficies que limitan el iman
pero del lado del medio permeable tenemos M = ’ﬁT;lH y entonces las nuevas os
de magnetizacién son

p=le
47
donde 7 es la normal externa al medio magnético. Del valor del campo H obtenido
en la parte b) del ejercicio podemos ver que H no tiene sélo direccién 2 sino que
existe un H, y por lo tanto habria en principio o, en las tapas laterales (internas
y externas) del iman producto de la magnetizacién del medio. Obviamente no
podemos usar el campo hallado en b) para calcular o, ya que la presencia del medio
magnético alterara su valor. Lo que uno tiene que hacer es resolver nuevamente
el problema de Laplace para el potencial de H, ¢. Pero en este caso uno tiene
que incorporar mas zonas para estar seguro que en cada zona no hay cargas. En
particular una gran zona serfa dentro del imén y otra fuera del imén. Para usar
separacion de variables en coordenadas cilindricas se tendria entonces que dividir
el espacio por ejemplo asi (no es tnica la manera).

3

op=M-n=

zona I (dentro del imén) a<r<b & —L/2<z<L/2
zona II (fuera del imdn) 2z >L/2 & Vr

zona III (fuera del imédn) z<L/2 & Vr

zona IV (fuera del imén) r>b & —L/2<z<L/2
zona V (fuera del imdn) r<a & —L/2<z<L/2

La soluciones de la ecuacién de Laplace en cada una de estas zonas se tendrian
que empalmar luego usando la continuidad de la componente tangencial de H (no
hay corrientes libres) y la continuidad de la componente normal de B al atravesar
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cada superficie de separacién de zonas. La continuidad de la componente normal
de B se traduce en cada zona usando que B = yH donde hay medio permeable y
B = H + 47 Myz donde hay imén permanente.
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