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Problema 1: Un cilindro circular recto de radio a y altura h estd a potencial V' (fig. 1). A mitad de
su altura hay un disco del mismo radio a, cargado con densidad de carga superficial o. Encuentre el
potencial electrostatico dentro del cilindro.

Solucién: Por superposicion, sumando a un potencial V' constante, dentro del cilindro, el potencial ®
del disco con el cilindro a tierra. Poniendo el origen en el centro del cilindro, puede escribirse
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Aqui ya se us6 continuidad. El salto en la derivada normal da
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Luegoes ®(r) = V+®q(r). Si se elije otro punto sobre el eje z como origen de coordenadas, el resultado
varia en consecuencia. Por ejemplo, con la base del cilindro en z = 0, la funcién senh [k (h/2 — |z])]
debe reemplazarse por senh [k (h/2 — |z — h/2]|)], y, seglin sea z mayor o menor que h/2, aparecerd
senh [k(h — z)] o senh[kz], respectivamente. El resto de los términos en ®, permanece igual.



Problema 2: Una esfera magnetizable de radio a y permeabilidad s estd cubierta por un arrollamiento
de cable que transporta una corriente constante / y que tiene n(f) vueltas por unidad de longitud (fig.
2 a). La funcién n(6) es tal que dentro de la esfera el campo magnético es uniforme ByZ, y fuera es el
campo de un dipolo m orientado en la direccion Z.

(a) (Cudl es la funcién n(6)? Témese como dato n(7/2) = ny.
(b) Escriba B y H en todo el espacio en términos de ng, I, 1y a. ;Cuanto valen By y m?

(c) Considere ahora que la corriente [ es una funcién de ¢, cuyo tiempo caracteristico de evolucién es 7,
es decir I ~ I /7. ;Qué condici6n debe satisfacer 7 para que tenga sentido aplicar la aproximacién
cuasiestacionaria?

(d) Encuentre E y B en la aproximacién cuasiestacionaria.

(e) Verifique explicitamente que a primer orden en 1/7 se cumple el teorema de Poynting
ou 3 B c . B 3 1
E-i—/vdr E-J——j{ e (E x H) - n da, con u—/vdr 877<E D+B-H),
para el volumen V' limitado por una esfera de radio apenas mayor que a (fig. 2 b).

Solucion: (a) La idea de este item era proceder a la inversa de lo que uno habitualmente hace. En lugar
de partir de las fuentes y de las condiciones de contorno para averiguar los campos, partir de los campos
y de las condiciones de contorno para obtener las fuentes. El campo dentro de la esfera es

B, =5z 6)
y fuera
m A AN A oa
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La continuidad de B - n y el salto en H x n dan las ecuaciones necesarias para determinar n(¢). Hay
que usar ademds que k = n(#)[ ¢, entonces:
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con la condicién n(7/2) = ng, resulta

n(f) = ngsen 0 (10)

g drap 1
m = ¢ # To (11)
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(b) Dentro de la esferaes H = Byz/p, fuera, H = B.
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(c) La aproximacion cuasiestacionaria estard justificada cuando la longitud tipica del sistema, a, sea
mucho menor que la longitud de onda asociada al campo electromagnético, A = c7. Eso significa
que debe ser a < c7. Yendo hacia atrds en el argumento, puede decirse que, si vale lo anterior, la
aproximacion podrd extenderse fuera de la esfera siempre que r < cr.

(d) El campo magnético en la aproximacion cuasiestacionaria sigue estando dado por las mismas expre-
siones de antes. El campo E tiene que satisfacer

V-E = 0,
VxE = —EB. (12)
C

Es facil ver que E sélo puede tener componentes en la direccién ¢: dado un punto r = r7, reflejando
por un plano vertical que contenga 7 y luego invirtiendo el signo de la corriente, el sistema permanece
invariante, pero las componentes en 7 y g del campo E se invierten: la reflexion las deja invariantes, pero
el cambio de signo de la corriente las multiplica por —1 (ver figura).

El sistema original. En un punto dado se El sistema reflejado. Las componentes en 7 y 6 de El sistema reflejado y con el signo de la corriente
indican las tres componentes de E. E permanecen invariantes; la tercera componente cambiado. Este sistema coincide con el original.
cambia de signo. De las tres componentes de E sélo la que estd en ¢

puede ser distinta de cero.

Dentro de la esfera, E se obtiene aplicando Ampere sobre un disco de radio r sen 6 (ver figura abajo)

1.
21 (rsen A) By = —= By (rsen )
c
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2c . cad
—>E1:—C%z«><r. (13)

Para calcularlo afuera conviene tomar como superficie un casquete, no un disco. Ahi queda

1n 1 2
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cr
ZXT
— By = — 5 M. (14)
cr

Notar que en r = a, E; = E,, como debia ser, puesto que al no haber cargas libres ni dieléctricos, las
tres componentes de E son continuas (aunque en este caso s6lo haya componente tangencial).
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s Se
Superficie de integracion para calcular E Superficie de integracion para calcular E fuera
dentro de la esfera: es un disco de radio rsen 6. de la esfera: es un casquete esférico de dngulo ¢

y radio 7.

Un segundo método para calcular el campo eléctrico fuera de la esfera explota unicamente la forma de
la ecuacion para el rotor de E. Se tiene

1 m
VxEy=——=<1[3(Z2-7)r—Z2|. 15
2 cr3[(z )7 — 2] (15)
Pero como lo que estd a la derecha sigue teniendo la forma del campo producido por un "dipolo", de
valor —rm/c, es posible escribir ese término como el rotor de un campo vectorial A. Ahora bien, se sabe
que para un dipolo m, A puede elegirse como m x 7/r?, y este A satisface V - A = 0. Entonces

(16)

1mz X7
c 12 '

VXE2:V><l—

Asti, los términos dentro de los rotores a cada lado de la ecuacién sélo pueden diferir en el gradiente de
un campo,
1mz xr
Ey=——73—+V/ 17)
c r
Notar primero que al ser V - A = 0, la ecuacién V - E = 0 implica V2f = 0. Ademds, enr = a, E,
tiene que ser igual a Eq,

E, =E,

r=a

1mz xr 1mz xr
— —————+Vf(a) = ———5—, (18)
c a c a
y esto significa que V f(a) = 0. Pidiendo que f — 0 para r — 00, la solucién del problema V2 f = 0,
con esas dos condiciones de contorno, es f = 0, y la expresion para E, coincide con la encontrada antes.

(e) Para verificar el teorema de Poynting hay que calcular los tres términos que intervienen en su formu-
lacién, siempre hasta primer orden en 1/7:
1 4ma®1 _,

1) El término de la densidad de energia del campo ©w = — ——— B,
8Tt 3 u

(19)
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8\ 3u ) dt  3pad dt



i) El término del trabajo de los campos

/ E-Jd?’r:/anQEg(a,@)-l-t:27ra2/
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iii) El término del flujo de energia

3>

c
= — (Ey x By) -
471(2>< 2)

r=a

—~¢S-fda=———. e2y)
/

La suma de los dos primeros es igual al tercero con signo menos.

Problema 3: El plano z = 0 divide al espacio en dos regiones, una con permitividad ¢; y la otra con €
(fig. 3).

(a) Deduzca, copie de un libro, adivine o conjeture el potencial electrostitico en todo el espacio para
una carga de valor ¢ ubicada sobre el eje z, contemplando las tres alternativas posibles: i) z > 0,
i) z < 0 yiii) z=0.

(b) Considere el potencial @, (r) producido en r por la carga ubicada en z Z. A partir de las expresiones
encontradas en el item anterior, halle el lim, ¢+ ®,(r) y el lim, o~ ®,(r). Comparelos entre si y
con la expresién de ®g(r). ¢Es necesario considerar z = (0 como un caso separado?

(c) Usando los resultados anteriores, siguiendo el procedimiento de limite que considere mds practico,
encuentre el potencial electrostdtico en todo el espacio producido por un dipolo puntual ubicado en
r = 0. ;| Depende la solucién del modo en que se hagan tender las cargas a la interfase?

Solucién: (a) Conviene escribir el potencial separando en dos regiones: regién (I) si el punto campo
tiene z > 0, y (II), si el punto campo tiene z < 0. El potencial puede escribirse en cada regién como
la suma de los potenciales de 1 o 2 cargas, dependiendo de la posicién de la carga fuente. Cuando el
potencial se escribe como la suma de los potenciales de dos cargas, la segunda carga esta en la posicion
—zZ%. Ahora hay que analizar caso por caso:

1) Cargaen z > O:

Region I:
1 — 1
o4 : +q<€1 62) . (22)
€1 [r—22] @ \a+e/ |r+ 22
Region II:
2q 1

P = (23)

€1+ € |r— 22|



i1) Cargaen z < 0. Es igual al anterior, cambiando ¢, por €5 y la region I por la regién 11:

Regioén I:
2 1
b= . (24)
€1+ € |r — 2Z|
Regién 1I:
1 — 1
o=1 . +q<62 El) - (25)
€ |[r— 22| e \e +e/ |r+ 22
ii1) Carga en z = 0. Aqui conviene resolver directamente, separando variables en cartesianas,
o = / Pl 5P A(K) e (26)
y usando salto de D, queda
— q _ q
(€1 + €2) kA(k) = 4 — Ak) = ————. (27)

(2m)? m(€e1 + €)k

Cuando €; = €5 = 1 debe obtenerse el potencial de una carga puntual ¢, de manera que escribiendo

1 2q

Ak) = —
(k) 2nk € + €

(28)

uno puede identificar el potencial producido por la carga en r = 0 con el de una carga de valor
¢ =2q/(e1 + €2),

2 1
i (29)

€1 + €2 m’

y esta expresion es vdlida tanto en la region I como en la I

(b) Para calcular el limite de ®,(r) cuando z tiende a cero desde valores positivos, hay que usar las
expresiones de ® del caso (i). Primero, en la regién I queda

o ~ q(1+22-f>+q(61_62> (1—Zé-f>
€r r €1r \€1 + € r

_ 2¢ N é.j (262/€1> (29). (30)

(61 +€)r r €1 + €9

Conservamos el dltimo término porque va a ser util al resolver el item (c). Finalmente, si ¢z — 0 queda

2
. B 31)
(61 + €)1
Por otro lado, en la regién II resulta
2
@:q(lJrZé-f), (32)
(€1 + €)1 r



y esto tiende a
2q
(€14 €)1
De manera que con estos dos resultados se recupera el caso (iii) de la carga en el origen.

b — (33)

Para analizar el otro limite no hay que hacer ninguna cuenta mas. Este caso es equivalente al anterior
cambiando €; por €3 y laregion I por la II. En la region I queda

2 2
P (1+Z2~f>—>q , (34)
(€1 +€e)r r (e1+e)r

mientras que en la region 11

2q 27 [ 2€ /€ 2q
D ~ + —_ 35
(e +e)r 12 <€1 + 62> (q) = (g + €)1 (35)

En conclusién: sea que uno acerque la carga al origen desde los 2’s positivos 0 negativos, siempre se
obtiene como resultado el potencial de la carga en el origen.

(c) El potencial del dipolo en el origen no necesariamente va a ser independiente de la forma en que uno
acerque las dos cargas. Ahora van a importar los términos que antes, al tomar los limites, se asumieron
despreciables, es decir, hay que considerar que |¢z| tiende a un valor finito distinto de cero.

De todas las formas posibles de construir el dipolo aqui se analizan tres (ver figura mas abajo), aunque
era suficiente considerar dos que dieran distinto:

(1) Cargagenz > 0y carga —qen el origen, con gz — p. A partir de las expresiones obtenidas antes,
en la region I queda

262/61 zZ-T
O = 36
(61 + €2> p r2 ’ ( )
y en la region 11
2p Z-T
o = —. 37
€1+ € r2 ( )

(2) Carga g en el origen y carga —qg en z < 0 con ¢|z| — p. De nuevo, este caso se obtiene a partir del
caso anterior intercambiando los €’s y las regiones. En la region I

A ~

2p zZ-7T

O = - 38
€1+ €2 r2 ’ ( )
y en la regidn II
261/62 zZ-T
¢ = . 39
(61 + €2> b r2 ( )
(3) Cargagen z > 0y carga —g en —z, con 2gz — p. Este es el caso mds simétrico. En la region 1
queda
2¢5 /€1 2q Z-F  pZ-r
o= —_— == 40
[(el + €2> + (61 + €2) (g2) r2 € 12 40
En la region II es lo mismo cambiando los €’s,
p—LZ L @1)
€ T
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Distintos modos de construir un dipolo en el origen: las formas (1)-(3) se han
considerado en detalle dentro del texto. La forma (4) es la generalizacion de esas 3,
en tanto que la (5) y la(6) se reducen a los casos (1) y (2).

Como conclusién: el potencial del dipolo en el origen depende de la forma en que se lo construya. Es
facil ver que los tres casos anteriores son casos particulares de un método mds general de construir el
dipolo, que consiste en ubicar la carga g en fz y lacarga —gen (f — 1)z, con 0 < f < 1. El caso (1)
corresponde a f = 1,el (2)a f =0yel (3)a f = 1/2. Para este caso general, en la region I es

€9 pf*
d=2|[—-1 1] —— 42
I:(El ) f+ :| (61 +€2)T’2’ ( )
y en la region 1,
€1 €2 p-r
db=2—-|(—=-1 1| ——. 43
€9 [(El ) f+ :| (61 +€2)T2 ( )

La relacién entre las expresiones para el potencial en I 'y en I es siempre un factor €; /5.

Como ultimos comentarios: otra forma de construir el dipolo es con las dos cargas acercdndose al origen
desde z > 0 o0 z < 0. Puede verse que estos casos se reducen al (1) y al (2), respectivamente. Como
verificacion adicional, se puede analizar si el método (1) reproduce el potencial de un dipolo sobre un
conductor cuando € — oo: en efecto, ahi el potencial es cero en la region II, y es el de un dipolo 2p en
la region I, que es el mismo resultado de aplicar imagenes para un plano conductor.



