Fisica Teorica 3 — ler. cuatrimestre de 2012

Guia 2: Procesos estocdsticos — Cadenas de Markov

1. Calcular la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria N = Zf\il X;, donde X, son variables
aleatorias estadisticamente independientes que toman el valor 1 con probabilidad p y el valor O con
probabilidad 1 — p. Dar ejemplos de variables aleatorias distribuidas de esta forma.

2. Calcular el limite M — oo, p — 0, Mp = X de la distribucién binomial

Pn = ( M >p”(1 —p)M

n

Dar ejemplos de variables aleatorias distribuidas de esta forma.
3. Obtener el valor medio y la dispersion de las distribuciones binomial y de Poisson.

4. Para ilustrar la tendencia hacia el equilibrio, Ehrenfest propuso el siguiente modelo: en dos urnas se
distribuyen N bolas numeradas de 1 a N. Cada segundo se elije al azar una de ellas y se la transfiere a
la otra urna.

(a) Muestre que el proceso asi definido es una cadena de Markov, cuya matriz de transicion es

Tn,n’ - ﬁ 57171,71’ + <1 - 2) 5n+1,n’

N N

donde 7 es el nimero de bolas en una urna.

(b) Mostrar que la solucidn estacionaria es una binomial.

5. (a) Una cadena de Markov posee un estado transitorio y uno absorbente. ;Qué forma tiene la matriz
de transicidn asociada?

(b) Considere la siguiente matriz de transicion. ;Para qué valores de 0 < a,b < 1 la cadena de

l1—a a
b 1-b )°

6. Cuatro cuadras separan de un bar la casa de un hombre. Si el hombre se encuentra en cualquiera las 3

Markov resulta absorbente?

esquinas intermedias, dirigird su caminar hacia su casa o hacia el bar con igual probabilidad. Pero si
llega a alguno de estos dos sitios, alli se detendra.

(a) Encuentre la matriz de transicion del problema. Exprésela en la forma candnica.
(b) (Cuanto tiempo vagara por las calles el buen hombre antes de detenerse?

(¢c) ¢(Con qué probabilidad acabara en el bar?

7. Tres tanques, A, B y C, pelean entre si, y tienen probabilidades 1/2,1/3 y 1/6, respectivamente, de
destruir al tanque al que disparan. Los tanques disparan al unisono y cada uno elige como blanco al
oponente mds peligroso aun no destruido.



(a) Encuentre la cadena de Markov correspondiente, utilizando como estados subconjuntos de tan-
ques no destruidos. (Ayuda: hay un estado que puede ser omitido).

(b) Encuentre N, Nc y NR e interprete.

8. Un preso, de apellido Smith, se encuentra en prision con 1 peso en su poder. Si tuviera 8 podria pagar
su fianza. Un guardia accede a jugar una serie de apuestas con él. Si el preso apuesta A pesos, gana A
pesos con probabilidad 0.4 o los pierde con probabilidad 0.6. Encuentre la probabilidad de que gane 8
pesos antes de perder todo su dinero cuando sigue cada uno de estos dos procedimientos:

(a) apuesta 1 peso cada vez

(b) apuesta cada vez lo maximo posible, pero no mas de lo necesario para alcanzar los 8 pesos.
(Cudl resulta, por lo tanto, la mejor estrategia? ;Y si inicialmente tuviera 3 pesos?

9. Enuna urna A se colocan dos bolas blancas, mientras que en una urna 3 se colocan cuatro bolas rojas.
A cada paso del proceso se selecciona al azar una bola de cada urna y se intercambian.

(a) Encuentre la matriz de transicidn, sus autovalores y autovectores.

(b) (Cual es la probabilidad de encontrar dos bolas rojas en la urna A luego de tres pasos? ;Y luego
de varios pasos?

(c) Expresar el vector probabilidad P(s) en términos de los autovectores a izquierda y derecha.

10. Cada segundo una bacteria tiene probabilidad 2/3 de reproducirse dividiendose en dos. Si el niimero de
bacterias n es mayor o igual a 4, la falta de alimento produce una gran mortalidad, s6lo logra sobrevivir
una bacteria y la poblacién vuelve a n = 1. Analizando el proceso como una cadena de Markov:

(a) Escribir la matriz de transicién.
(b) Encontrar el estado estacionario.
(c) Siinicialmente tenemos 2 bacterias, ;cudl es el estado del sistema 2 segundos después?

(d) Si modificamos el problema diciendo que cada segundo las bacterias tienen ademads cierta proba-
bilidad p de morir ;cudl es el estado estacionario y qué caracteristicas tiene? (En este caso no es
necesario hacer cuentas).

11. Las ecuaciones maestras que dependen de variables estocdsticas discretas generalmente son mas féciles
de resolver utilizando la denominada funcién generatriz, definida como:

F(z,t) = Zp(n, t)z",
donde P(n,t) es la probabilidad regida por la ecuacién maestra en cuestion.

(a) Demostrar que

F(1,t) =1, 0.F(1,t) = (n),, 0..F(1,t) = (n*), — (n),.



(b) La ecuacidén maestra

Pn =Dn+1+ Dot — 20, (00 <n < 00)

representa la denominada caminata aleatoria simétrica. Hallar la ecuacién diferencial que rige
la evolucién de la funcién generatriz correspondiente y resolver dicha ecuacién para un estado
inicial con probabilidad 1 para n = 0. Expandiendo F'(z,t) en potencias de z, demostrar que

t21+|n|

Palt) = e%; 0+ )

[Al margen de lo que se pide demostrar, conocido el desarrollo de las funciones de Bessel /,,, uno
podria también escribir p,(t) = e 21, (2t).]

12. En una caminata unidimensional al azar, la probabilidad de moverse hacia la derecha es « y hacia la

13.

izquierda es (3. Escribir la ecuacién maestra correspondiente. Utilizando la transformacion

Pa(t) = 4u(1 (%)/ exp |~ (a+8-2vaB )¢,

encuentre la ecuacién que satisface ¢, (t). A partir de ahi, encuentre la solucién para p, () en el caso
en que p,(0) = 0,0, y calcule (n). ;A qué situacion fisica corresponde este proceso?

Sea un proceso de Markov continuo en el tiempo cuyo rango consiste de enteros n y cuya matriz de
transicion es tal que sélo permite transiciones entre sitios adyacentes. Si 7, es la probabilidad por
unidad de tiempo de que estando en n ocurra una transicién hacia n — 1, y g, la correspondiente para
que ocurra hacian + 1:

(a) Escriba la ecuacion maestra correspondiente.

(b) Encuentre una ecuacién para la evolucién temporal de (n) (tenga en cuenta que tanto r,, como g,
pueden depender de n).

(c) Suponiendo que el rango estd acotado a los enteros n > 0, resuelva la ecuacién anterior para el
casor, = any g, = [y halle la solucién estacionaria. Discuta el caso = 0.

14. Una muestra radioactiva tiene a ¢ = 0 n( nucleos activos. Si la probabilidad de decaimiento de un

nucleo activo por unidad de tiempo es

(a) Encontrar la ecuacién maestra para el nimero de nicleos activos.
(b) Encontrar la ecuacion de evolucion para la funcion generatriz F'(z, t).
(c) Encontrar la condicién inicial F'(z,0) y buscar una solucién del tipo F(z,t) = ¢ [(1 — z) e™*].

(d) Caleular (n) y o = ((n2) — (n)?)""".



