Fisica Teorica 3 — ler. cuatrimestre de 2012

Algunos problemas resueltos de la Guia 6
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Problema 1

Considere un sistema formado por dos particulas que pueden estar en cualquiera de tres estados, con energias

0, € y 2e. El sistema estd en contacto con un foco térmico a temperatura 7'.

(a) Escriba una expresion para la funcién de particion Z si:

i. las particulas obedecen a la estadistica de Maxwell—Boltzmann y son distinguibles.
ii. las particulas obedecen a la estadistica de Bose—Einstein.

iii. las particulas obedecen a la estadistica de Fermi—Dirac.

(b) Grafique la energia media en cada caso y compare.

» Solucion. En cada caso los estados del sistema de dos particulas estdn representados en la siguiente figura:

— e 00— 090 X
MB ———0— i —¢0—0—0— ¢
O0—O0+———O0+—0— 1 1 1 0
E=0 FE=c E =2 E =3¢ FE = 4e
——— o0
BE —— —0-0——0— €
oo—0——0— : 0

——.——Q—QF
FD —.———0— €
E=¢ E=2% F =3¢

Llamando x = e—?¢, las funciones de particién son entonces:
Znp = 5 (1 + 22 + 322 + 22° + 2%), Zgy =14x+22%+2°+2*, Zep =« + 2% + 2.

La funcién de particion para la estadistica de Maxwell—Bolztmann incluye por definicién un factor 1/N'!.



Las energias medias son

22 + 622 + 623 + 42* x + 42? + 323 + 4ot x + 222 + 323
Une = 1 2 5,16 Use = 24 34 40 FD= = 5 3 ©

+2x + 3z + 22+ l+x+222+ 23+ r+x?+zx

2.0

1.5

FD
. MB
Ule 10 BE
0.5
0.0
0.1 0.5 1.0 50 10.0 50.0 100.0
e/T
Problema 3

Para un gas ideal de V electrones en un volumen V:

(a) Calcular la energia de Fermi.
(b) Calcular la energiatotal U a T' = 0.

(c) Muestre que para cualquier temperatura se cumple U = 3PV/2. Usando esta relacién y lo hallado en

(b), encuentre una expresion para la presion P a T = 0.

m Solucion. A modo de repaso, deduciremos las ecuaciones fundamentales y luego resolveremos lo que pide

el problema. Todo empieza con la funcién de particion en el ensamble gran candnico para fermiones:

1
Z = HZz"e‘”ﬁei = H (1 + ze_ﬁei) .

i n=0 )

La productoria es sobre todos los estados de un sola particula. En el caso de un gas ideal, esos estados
estardn caracterizados por cierto valor del impulso y un dado ndmero de variables asociadas a los grados de
libertad internos, como el espin. Supongamos para fijar ideas que hay un unico grado de libertad interno,

caracterizado por una variable discreta s que puede tomar g valores. Entonces
Z =[] [1+ze7®].
pP,s

Si la energia no depende de s, para cada valor de p habrd g factores idénticos,

Z — H |:1 + Ze_ﬁf(p)}g .
p



En el caso general el logaritmo de Z queda en términos de una suma

g
log Z = Z Zlog [1 + ze*'&s(p)] .
s=1 p

Al hacer tender V' a infinito, la suma sobre p puede reemplazarse por una integral. Hay varias maneras de

plantearlo, pero el resultado termina siendo el que se ha usado ya para gases ideales clasicos,
d®p
Z —V T
P
Al final del ejercicio agregaremos una breve nota sobre como formalizar este paso. Entonces queda

g
log Z = %Z/d?’p log [1 + 26_565(")] .
s=1

Si la energia no depende de s, resulta

log Z = gV

75 d®p log [1 + ze_ﬁe(p)] . (1

El nimero de particulas y la energia se calculan a partir de las derivadas del logaritmo de 7,

dlogZ V< . 1
N = ==> [d
“ o h/ " T e (Ble) - 4}

0 log Z es(p)
v=- h3§:/P T exp (Bles(p) — i}

Por otro lado, si en la Ec. (1)) se integra por partes, usando la relacion

[dviwr =4 [ @[Vt -p- V5]

y descartando el término de superficie, resulta

. :ﬂ g 3 p - Ve, (p)
log Z 3h3;/dp1+exp{ﬁ[€s(P)—M]}'

Un conjunto de resultados interesantes se obtienen si €,(p) = a,p"™. Por ejemplo,

_ 5_‘/ - 3 we,(p) o wpU
logZ‘3h3;/dp1+exp{mes<p>—m}‘ 3

Pero puesto que log Z = PV, se obtiene




Asi, por ejemplo, para un gas de particulas no relativistas ¢,(p) = p?/(2m) y

o

PV
3

En cambio, para particulas ultrarrelativistas e,(p) = cp y

U
PV = .
3

Estas son las mismas relaciones que valen para un gas de particulas cldsicas. Es inmediato generalizar a d

dimensiones. Para ¢,(p) = a,p” queda

PV = %, 2)

donde

V[ a ¢s(P)
U_hd;/dp1+exp{6[es(p)—u]}'

Volviendo al problema de la guia. Para hacerlo mas interesante dejemos sin especificar la dimensién d del
espacio. La energia de Fermi es el potencial quimico a 7" = 0. En general, el potencial quimico se calcula en

términos de N/V y T a partir de la ecuacién que da el niimero medio de particulas,

_ 9V [ 1
R /dp1+e><p{ﬁ[€(p)—u]}'

Aqui hemos supuesto que la energia no depende de los grados de libertad internos, por eso aparece el factor

N

g. A temperatura igual a cero, el integrando toma la forma de un escalén,

1
1+ exp{f[e(p) — ul}

Si la energia depende s6lo del médulo del impulso la integracién puede hacerse en esféricas, integrando

— O [er — €(p)] -

explicitamente sobre las variables angulares. La integral sobre el mdédulo de p estd acotada por la condicién

e(p) < ep.

Se define pr como el impulso tal que €(pr) = €. Con esto resulta

= dp p* " = — pE. 3
v hi /0 PP g P (3)
Supongamos en particular que €(p) = ap®, lo que incluye los casos clasico y ultrarrelativista. La relacion
entre pp y €p s simplemente

R 1/w
pF - (_) ’

«



Asf podemos despejar ep a partir de la Ec. (3)):

AN w/d
€p = ah (deV) .

En el caso cldsico o = (2m)~! y w = 2; entonces

h2 [ dN ¢
6F:%<g9dv) ‘

En particular, en 2 y 3 dimensiones para particulas de espin 1/2 (¢ = 2) resulta

@y h* (3N VP ooy W2 N
g =—— ) = — —.
F 2m \ 87V ’ F 2m 27V

Si los fermiones son ultrarrelativistas es ¢(p) = ¢p, y resulta

1/3 1/2
6(3D) =ch ﬂ e(QD) =ch i )
F 8tV ) F oV

De manera similar se calcula la energiaa 7" = 0,

U ¢V /pF il Qg apite
d f— —_— /.
pp"e(p) he (d+ w)

Dividiendo esta ecuacion por la Ec. (3) se obtiene un resultado sencillo para la energia por particula en

términos de la energia de Fermi,

U _dapy _ d ]
N d+w d+w

F-

En particular, en 3 dimensiones para el gas no relativista resulta

u 3

— = — €.

N 5

En tanto que para el gas de fermiones ultrarrelativistas queda

U 3
N—4€F.

Mediante la Ec. (2) se puede calcular la presién a 7' = 0 a partir de la energfa,
PV = — Nep.

Cuando la energia es funcion unicamente del mddulo del impulso (y acaso de los grados de libertad
internos) es usual escribir las integrales anteriores cambiando la variable de integracién p por €. En particular,
cuando uno calcula las cosas en 7' = (, esta sustitucion deja todos los resultados ya expresados en términos

de la energia de Fermi. Sin embargo no siempre resulta ventajoso hacer el cambio de variables, a veces es



menos trabajo seguir haciendo todo en términos del impulso. Uno estd interesado en calcular integrales de la

forma
%
=45 [ d' Pl @
donde F depende de p a través de la energia. En esta integral gV d%p/h? es igual al nimero de estados de
una sola particula en el elemento de volumen d?p. Aqui estamos suponiendo que la energia no depende de
los grados de libertad internos, de ahi que aparezca el factor g. Puesto que F' depende sélo de la energia, el

objetivo es transformar la integral anterior a algo de la forma

1= [ deD(oFle),

donde ahora D(e)de representa el nimero de estados de una sola particula contenidos en el intervalo de
energias de.

La integracion angular en (4)) se puede hacer de manera inmediata,

OV [x
I=ghj /O dp p*~! Fle(p)].

Supongamos, como antes, que €(p) = ap", entonces

1

1
p*rdp = =dp® = y vt de.
d worw
Luego,
Qv [ o0
=74 d / deei_lF(e):/ de D(e) F(e),
wawhd Jo 0
donde
Qv
D(e) = J d e,
wawhd

Por ejemplo, en d = 3y con € = p*/2m, es

_ 2gVr(2m)*/? 12
==

Asi, por ejemplo, uno puede calcular el nimero medio de particulas y la energia a 7' = 0 como

D(e)

N 2g7m(2m)*?

T8 3/2 3/2
v e i de € :§7r(2m) €x 7,

U 2gm(2m)3/2 [ 32 8 3/2 5/2
— = — C(9m)3/25/2
% e /0 de € 57?( m)> ey

El cociente entre ambas densidades da, igual que antes,

u 3

— = —€p.

N 5



Para temperaturas distintas de cero quedan las siguientes integrales

N 2gm(2m)?/? /Oo p et/
—_= = € _—
Vv h? 0 1+ 2z 1lefe

U 2gr(2m)3/? /°° p €3/?
1% h? 0 1+ z—lePe

Integrales similares aparecen con frecuencia, asi que se definen de un modo convencional como

1 o] ‘,Eyfl
fulz) = r(y)/o Trete ©)

Entonces, por ejemplo,

N 2gnD(2)(2mkT)3/?
V = 2 73 f3/2(2’),

U 2ga0(3)(2mkT)3/?
v 2 13 KT f5/2(2)-

En términos de la longitud de onda térmica

2 1/2
A= h ,
2rmkT

y usando que I'(1) = 7'/2, resulta

N g

V = ng/z(z),

U 3g

v = B Ek’Tfs)/z(Z)-

A partir de la relaciéon U = %PV, combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene

f5/2(2)

PV = NKT .
f32(2)

El paso de sumas a integrales

: d? o
El asunto es ver como pasar de sumas a integrales Zp — V[ h—f Formalmente uno deberia escribir el

espectro discreto de energias y ver qué sucede al tomar VV — co. Para una particula en una caja cubica, el

espectro depende de las condiciones de contorno. La ecuacién de onda es

h2
— V%) + Ey = 0.
2m



Si las condiciones de borde son que la funcién de onda se anule en las paredes de la caja conviene hacer que

un vértice de la caja coincida con el origen y que cada lado se extienda sobre uno de los ejes entre 0 'y L.

() ()

Entonces las soluciones son de la forma

[ NLTT
wnm’nymz(r) x sin ( mL ) sin

con
h2

S8m L2

(n2 +ni +n2), ni=1,2,...

Enzznyznz =

Al calcular el log Z uno deberia escribir una suma sobre estos estados. En general, para una funcién

cualquiera de la energia tendriamos que escribir algo de la forma

S(f) = Z f(Enzmymz)

Ng,Ny,Nz=1

A media que L aumenta, la diferencia entre dos energias consecutivas disminuye como 1/L?. Asi, los n;
pueden variar dentro de un rango cada vez mas grande sin que la energia cambie apreciablemente. Uno
puede agrupar los n; como muestra la figura, considerar que en cada intervalo la energia toma un valor
aproximadamente constante Ej, 7, 7., sumar todos juntos los n; en cada intervalo y simplemente incluir
un factor AN = An,An,An, para tener en cuenta que hay ese nimero de términos en la suma original

asociados a ese rango de valores de los n;,

S(f) =~ Z f(Eﬁx,ﬁy,ﬁz) AN.

N, My, Mz
f(E)
E AN AN AN AN AN n
f(ER)
Nj—2 Nj-1 nj Nj+1 Mjt2 n



Ahora se define la variable

h N .
P=5r (neZ 4+ nyy +n2),
en términos de la cual la energia es
2
p

Epz,pymz = om

Se ve entonces que
8V
AN = ﬁAprpyApz.

Luego

8V
ﬁwyﬁyﬁz
Aunque los n; varian a saltos de una unidad, cada variable p; toma valores que se agrupan de manera cada
vez mas densa a medida que aumenta L, de manera que llega un punto en que Ap; es tan pequefio que la

suma puede aproximarse por una integral con tanta precision como se desee. En definitiva, cuando L — oo,

S(f) Z%/Omdpzfomdpy/omdpz f(E).

Aqui los limites de integracién son los que corresponden al intervalo original de variacion de los n;, que
incluia sélo los enteros mayores que cero. Para dar a esta expresion su forma habitual, uno puede notar que
las tres integrales pueden extenderse hasta menos infinito y que por paridad entonces debe incluirse un factor

% por cada una de ellas. Finalmente, resulta:

S() = 3 [ &0 H(E)

Un andlisis similar puede hacerse si las condiciones en el borde de la caja se eligen periddicas en lugar de
homogéneas. El andlisis es un poco mds complicado, debido a que se tienen dos familias de soluciones,
COSenos y senos, pero en esencia son los mismos pasos.

Esto muestra cémo pasar de una suma a una integral en el caso de particulas cldsicas con energia p*/2m.
La regla puede extenderse a particulas relativistas y energias que dependen de la posicion. En general es

d3qd3p
> oo [T

estados

Problema 4

Sea un gas de electrones en dos dimensiones sobre un drea A.

(a) Halle una expresién para PV/kT en funcién de la temperatura y el potencial quimico.

9



(b) Halle la energia de Fermi en términos del nimero medio de particulas a temperatura cero.

(c) Muestre que el potencial quimico viene dado, como funcién de la temperatura, por:

MT%:@{1+E%hﬂl—é&ﬂ}.

(d) Calcule el calor especifico si el gas estd altamente degenerado y muestre que es proporcional a 7.
m Solucién. (a) Para el primer punto basta con calcular la funcién de particion,

A
BPV =log Z = ‘iL—Z d*p log [1 + ze‘ﬁf(p)] )
La energia es €(p) = p*/(2m). Esto ya lo hemos calculado de manera general en el problema anterior.
Repetimos aqui los pasos fundamentales: primero se escribe la integral en polares y luego se integra por

partes respecto del modulo del impulso,

2rgAB [ . pd  ze P

2 0o
g9A —Be(p)
log Z = do | dpplogl n) = '
og 30/0 p D 108 [ + ze j| h2 0 P 2m 1+ ~e—Be(p)

h? J,

Es posible formar el diferencial de € y cambiar a esa variable. Reordenando un poco los términos queda

2rgAmpB [ €
logZ = ———— de ———.
8 h? /0 ‘ 1+ z—lePe

Por ultimo, definiendo x = fe¢, la dependencia en la temperatura puede hacerse mas explicita

log Z =

2rgAm kT [
TgAmk / I x ©)
0

h? 14 2z tlex’

Con esto ya puede escribirse la respuesta al primer punto del problema:

2rgAmkT [ x 2rgAmkT
PV = —F— d = .
p h? /0 T + z7le h? f2(2)
Las funciones f, quedaron definidas en la Ec. (5)).
(b) A temperatura cero
N  2mg [PF 2rgpE  2mgmep h? N
JE— _2 Dp= 3 = 3 = €p = —.
A h% J, 2h h 2rgm A

(c) Para calcular el potencial quimico se parte de la ecuacion que da el nimero de particulas

E:ﬁ d? _
A w2 ) PP T e

10



La integral puede hacerse de manera explicita en un par de pasos,

N 2mgm [ <p2) 1 _ 2mgm [ de

A 2 2n) 14 p-le—Belp) B2 o 1+ zlefe

NETz /1 d(e7) NET | (1+2)
= = 0 z).
Aep  Jy 1+ zeBe Aep &
Entonces
er = kT log (1 + eﬂ“) :
Invirtiendo,

w= kT log (eBEF — 1) ) (7)

Puesto que interesa ver qué tanto se aparta p de la energia de Fermi conviene reescribir la ecuacion anterior

como
= ep + kT log (1 — e’BGF) .

A temperaturas mucho menores que la energia de Fermi, la exponencial dentro del logaritmo es un nimero

muy pequefio, por lo tanto resulta
p~ ep — kTe Per,

Es decir, a bajas temperaturas las correcciones al potencial quimico respecto de la energia de Fermi son
exponencialmente pequefias. En contraste, en tres dimensiones las correcciones al potencial quimico van

como T72.

(d) Calcularemos el calor especifico a drea constante,

ou
4= (57)

La energia puede obtenerse a partir de Z, tal como quedo escrita en la Ec. (6) ,

U:

N(kT)?
1+ z71le h? falz) = €F

0

ap h?
Luego

De acuerdo a la Ec. (7)



y por lo tanto

0z epeleF 1
) = (14 2) log(1 4 2).
<6T)A,N T T( + 2) log(1 + z)

La energia de Fermi es funcién de la densidad N/A, de modo que no es necesario derivarla. Por otro lado,

no es dificil demostrar que [/ = 271 f,_;, y ademas

o dx
A = | s el +2)

Reuniendo todo resulta

Ca U {2_ (1+2) [log(1+z)]2} _ kT {%(Z) (142 [log(1+z)]2}

€F

Nk~ NkT KT 2fa(2) kT 2

_ 2k (1+2)
T log(1+2) 2 log(1+2).

Se trata de analizar ahora el comportamiento de esta funcién cuando T'— 0, es decir, cuando z — oo. Las

funciones f, (e) admiten un desarrollo asintético para £ — oo, de la forma

'3 (v—1)
ESY YD)

Aplicando este resultado en la expresion para el calor especifico y desarrollando el resto de las funciones que

fo(cf) = T et 4 o)
v T 6 '

ahi aparecen queda

Al escribir esta ecuacién se han despreciado varios términos de orden e~#*. El propio potencial quimico
difiere de e en una cantidad exponencialmente pequeiia. Por lo tanto

C A ™ 2 kT

Nk - 3 €R ’
A este mismo resultado puede llegarse de manera mds rdpida a partir de la Ec. (§)), desarrollando la energia

para T'— 0 antes de hacer el célculo del calor especifico. Asi, uno encuentra

U _KT? [(Bu)? N ] er N kT?r?
Nk ep 2 6| 2k 6e
Entonces resulta
Cx N kT
Nk~ 3ep

No es tremendamente complicado calcular las correcciones exponenciales. Hasta orden e~25¢F es
Cy mkT €F 2kT €p kT
ReELN —e P g9 T ) e [ 414 ).
Nk 3 € <kT et )¢ T e

12




La figura muesta el resultado exacto (en rojo) y las aproximaciones anteriores, con un nimero creciente
de términos. Notar que para altas temperaturas el calor especifico tiende a Nk, de acuerdo al principio de

equiparticion.

13
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